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1. 
 Opis egzaminu maturalnego z matematyki 

na poziomie rozszerzonym 

 

WSTŇP 
 

Matematyka jest jednym z obowiŃzkowych przedmiot·w na egzaminie maturalnym. Wszyscy 

zdajŃcy przystňpujŃ do egzaminu z matematyki na poziomie podstawowym. KaŨdy maturzysta 

moŨe r·wnieŨ przystŃpiĺ do egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym 

jako przedmiotu dodatkowego. 

 

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym sprawdza, w jakim stopniu 

zdajŃcy speğnia wymagania okreŜlone w podstawie programowej ksztağcenia og·lnego dla 

szkoğy ponadpodstawowej1. 

 

Podstawa programowa dzieli wymagania na og·lne i szczeg·ğowe. Wymagania og·lne majŃ 

podstawowe znaczenie, gdyŨ syntetycznie ujmujŃ nadrzňdne cele ksztağcenia w nauczaniu 

matematyki. Wymagania szczeg·ğowe odwoğujŃ siň do ŜciŜle okreŜlonych wiadomoŜci 

i konkretnych umiejňtnoŜci.  

 

Informator o egzaminie maturalnym z matematyki od roku szkolnego 2022/2023 jest 

podzielony na dwie czňŜci, zamieszczone jako osobne pliki. 

 

CZŇśĹ PIERWSZA zawiera: 

¶ szczeg·ğowy opis egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym 

¶ przykğadowe zadania egzaminacyjne (wraz z rozwiŃzaniami oraz zasadami oceniania) na 

poziomie podstawowym. 
 

CZŇśĹ DRUGA zawiera: 

¶ szczeg·ğowy opis egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie rozszerzonym 

¶ przykğadowe zadania egzaminacyjne (wraz z rozwiŃzaniami oraz zasadami oceniania) na 

poziomie rozszerzonym. 

 

CZŇśĹ PIERWSZA jest dostňpna tutaj. 

 

Informator prezentuje przykğadowe zadania egzaminacyjne wraz z rozwiŃzaniami. Do kaŨdego 

zadania dodano wykaz wymagaŒ og·lnych i szczeg·ğowych z podstawy programowej 

ksztağcenia og·lnego, kt·rym odpowiada dane zadanie. Zadania w Informatorze nie ilustrujŃ 

wszystkich wymagaŒ z zakresu matematyki na poziomie rozszerzonym okreŜlonych 

w podstawie programowej, nie wyczerpujŃ r·wnieŨ wszystkich typ·w zadaŒ, kt·re mogŃ 

wystŃpiĺ w arkuszu egzaminacyjnym. Tylko realizacja wszystkich wymagaŒ z podstawy 

programowej, zar·wno og·lnych, jak i szczeg·ğowych, moŨe zapewniĺ wğaŜciwe 

                                                      
1 RozporzŃdzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 30 stycznia 2018 r w sprawie podstawy programowej 
ksztağcenia og·lnego dla liceum og·lnoksztağcŃcego, technikum, oraz branŨowej szkoğy II stopnia (Dz.U. z 2018 r. 
poz. 467, z p·Ŧn. zm.). 

https://cke.gov.pl/images/_EGZAMIN_MATURALNY_OD_2015/Formula_2023/podstawa_programowa/matematyka.pdf
https://cke.gov.pl/images/_EGZAMIN_MATURALNY_OD_2015/Formula_2023/podstawa_programowa/matematyka.pdf
https://cke.gov.pl/images/_EGZAMIN_MATURALNY_OD_2023/Informatory/Informator_EM2023_matematyka_PP.pdf
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przygotowanie w zakresie matematyki, w tym ï wğaŜciwe przygotowanie do egzaminu 

maturalnego. 

 

 

Przed przystŃpieniem do dalszej lektury Informatora warto zapoznaĺ siň z og·lnymi zasadami 

obowiŃzujŃcymi na egzaminie maturalnym od roku szkolnego 2022/2023. SŃ one okreŜlone 

w rozporzŃdzeniu Ministra Edukacji i Nauki z dnia 26 lutego 2021 r. w sprawie egzaminu 

maturalnego (Dz. U. poz. 482) oraz ï w skr·conej formie ï w czňŜci og·lnej Informatora 

o egzaminie maturalnym od roku szkolnego 2022/2023, dostňpnej na stronie internetowej 

Centralnej Komisji Egzaminacyjnej (https://cke.gov.pl/) i na stronach internetowych 

okrňgowych komisji egzaminacyjnych. 

 

 

ZADANIA NA EGZAMINIE 
 

Zadania na egzaminie maturalnym z matematyki na poziomie rozszerzonym bňdŃ wyğŃcznie 

zadaniami otwartymi. 
 

Zadania otwarte to takie, w kt·rych zdajŃcy samodzielnie formuğuje odpowiedŦ. WŜr·d zadaŒ 

otwartych na egzaminie maturalnym z matematyki znajdŃ siň m.in.:  
 

¶ zadania kr·tkiej odpowiedzi, wymagajŃce zapisania przeprowadzonego rozumowania 

zwykle w kilku, w dw·ch lub trzech krokach 

¶ zadania rozszerzonej odpowiedzi, wymagajŃce utworzenia strategii rozwiŃzania problemu 

matematycznego, jej realizacji i weryfikacji uzyskanego wyniku. 
 

Przedstawione przez zdajŃcego rozwiŃzanie zadania otwartego, w kt·rym zdajŃcy m.in. 

oblicza, wyznacza, wyprowadza, uzasadnia, wykazuje, musi prezentowaĺ peğny tok 

rozumowania, uwzglňdniaĺ warunki zadania, a takŨe odwoğywaĺ siň do twierdzeŒ 

matematycznych i wğasnoŜci odpowiednich obiekt·w matematycznych. 
 

Wszystkie zadania egzaminacyjne bňdŃ sprawdzağy poziom opanowania umiejňtnoŜci 

opisanych w nastňpujŃcych wymaganiach og·lnych w podstawie programowej ksztağcenia 

og·lnego dla szkoğy ponadpodstawowej (w nawiasach zapisano numery cel·w ksztağcenia 

podstawy programowej): 
 

¶ sprawnoŜĺ rachunkowa (I)  

¶ wykorzystanie i tworzenie informacji (II)  

¶ wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (III)  

¶ rozumowanie i argumentacja (IV). 
 

Zadania egzaminacyjne bňdŃ dotyczyğy nastňpujŃcych obszar·w tematycznych matematyki 

(w nawiasach zapisano numery treŜci nauczania podstawy programowej): 
 

¶ liczby rzeczywiste, wyraŨenia algebraiczne, r·wnania i nier·wnoŜci, ukğady r·wnaŒ (I, II, 

III, IV) 

¶ funkcje, ciŃgi, trygonometria, optymalizacja i rachunek r·Ũniczkowy (V, VI, VII, XIII)  

¶ planimetria, geometria analityczna, stereometria (VIII, IX, X) 

¶ kombinatoryka, rachunek prawdopodobieŒstwa i statystyka (XI, XII). 

 

https://cke.gov.pl/
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Aby sprawdziĺ opanowanie przez zdajŃcych wymagania og·lnego ĂIV. rozumowanie 

i argumentacjaò, wŜr·d zadaŒ egzaminacyjnych znajdŃ siň zadania na dowodzenie, 

wymagajŃce od zdajŃcego przeprowadzenia dowodu matematycznego. W celu sprawdzenia 

opanowania przez zdajŃcych wymagania og·lnego ĂIII. 2. Dobieranie i tworzenie modeli 

matematycznych przy rozwiŃzywaniu problem·w praktycznych i teoretycznychò 

w Informatorze znajdŃ siň r·wnieŨ zadania z kontekstem praktycznym/realistycznym. Zadania 

tego typu bňdŃ miağy uproszczone zağoŨenia, tzn. bňdŃ pomijağy niekt·re rzeczywiste warunki. 

Dziňki takiej idealizacji zagadnienia bňdzie moŨna ğatwiej zbudowaĺ jego adekwatny model 

matematyczny, kt·ry ï po pierwsze ï bňdzie opisywağ istotň zagadnienia, po drugie ï bňdzie 

korzystağ z narzňdzi dostňpnych na danym etapie nauczania, a po trzecie ï nie bňdzie 

wymagağ specjalistycznej wiedzy z danego kontekstu. 

 

 

OPIS ARKUSZA EGZAMINACYJNEGO 
 

Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym trwa 180 minut2. 
 

W arkuszu egzaminacyjnym znajdzie siň od 10 do 14 zadaŒ otwartych. 
 

ĞŃczna liczba punkt·w, jakie moŨna uzyskaĺ za prawidğowe rozwiŃzanie wszystkich zadaŒ 

w arkuszu, jest r·wna 50. 
 

W arkuszu egzaminacyjnym bňdŃ wystňpowağy wiŃzki zadaŒ lub pojedyncze zadania. WiŃzka 

zadaŒ to zestaw od dw·ch do czterech zadaŒ wystňpujŃcych we wsp·lnym kontekŜcie 

tematycznym, przy czym kaŨde z zadaŒ wiŃzki moŨna rozwiŃzaĺ niezaleŨnie od rozwiŃzania 

innych zadaŒ w danej wiŃzce. WiŃzka zadaŒ bňdzie skğadaĺ siň z zadaŒ otwartych.  

 

 

  

                                                      
2 Czas trwania egzaminu moŨe zostaĺ wydğuŨony w przypadku zdajŃcych ze specjalnymi potrzebami edukacyjnymi, 
w tym niepeğnosprawnych, oraz w przypadku cudzoziemc·w. Szczeg·ğy sŃ okreŜlane w Komunikacie dyrektora 
Centralnej Komisji Egzaminacyjnej w sprawie szczeg·ğowych sposob·w dostosowania warunk·w i form 
przeprowadzania egzaminu maturalnego w danym roku szkolnym. 
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ZASADY OCENIANIA 
 

Zadania otwarte  
 

Za poprawne rozwiŃzanie zadania otwartego bňdzie moŨna otrzymaĺ maksymalnie 2, 3, 4, 5  

lub 6 punkt·w. Za kaŨde poprawne rozwiŃzanie, inne niŨ opisane w zasadach oceniania, 

moŨna przyznaĺ maksymalnŃ liczbň punkt·w, o ile rozwiŃzanie jest merytorycznie poprawne, 

zgodne z poleceniem i warunkami zadania. 
 

Zadania otwarte mogŃ byĺ kr·tkiej odpowiedzi lub rozszerzonej odpowiedzi. 
 

Zadania otwarte sŃ oceniane ï w zaleŨnoŜci od maksymalnej liczby punkt·w, jakŃ moŨna 

uzyskaĺ za rozwiŃzanie danego zadania ï zgodnie z poniŨszymi zasadami: 

 

 

Zadania otwarte kr·tkiej odpowiedzi 

 

¶ w przypadku zadania, za kt·rego rozwiŃzanie moŨna otrzymaĺ maksymalnie 2 pkt: 
 

2 pkt ï rozwiŃzanie poprawne. 

1 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağy pokonane zasadnicze trudnoŜci zadania, ale 

rozwiŃzanie nie zostağo doprowadzone poprawnie do koŒcowej postaci. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym nie zostağy pokonane zasadnicze trudnoŜci zadania, albo 

brak rozwiŃzania. 

 

¶ w przypadku zadania, za kt·rego rozwiŃzanie moŨna otrzymaĺ maksymalnie 3 pkt: 
 

3 pkt ï rozwiŃzanie poprawne. 

2 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağy pokonane zasadnicze trudnoŜci zadania, ale 

rozwiŃzanie nie zostağo doprowadzone poprawnie do koŒcowej postaci. 

1 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağ dokonany istotny postňp, ale nie zostağy pokonane 

zasadnicze trudnoŜci zadania. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym nie ma istotnego postňpu, albo brak rozwiŃzania. 

 

¶ w przypadku zadania, za kt·rego rozwiŃzanie moŨna otrzymaĺ maksymalnie 4 pkt: 
  

4 pkt ï rozwiŃzanie poprawne. 

3 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağy pokonane zasadnicze trudnoŜci zadania, ale 

rozwiŃzanie nie zostağo doprowadzone poprawnie do koŒcowej postaci. 

2 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağ dokonany istotny postňp, ale nie zostağy pokonane 

zasadnicze trudnoŜci zadania. 

1 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağ dokonany niewielki postňp, ale konieczny do 

rozwiŃzania zadania. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym nie ma niewielkiego postňpu, albo brak rozwiŃzania. 
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Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi 

 

¶ w przypadku zadania, za kt·rego rozwiŃzanie moŨna otrzymaĺ maksymalnie 5 pkt:  
 

5 pkt ï rozwiŃzanie poprawne. 

4 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağy pokonane zasadnicze trudnoŜci zadania, jednak 

dalsza czňŜĺ rozwiŃzania zadania zawiera usterki (np. bğňdy rachunkowe, 

zgubienie rozwiŃzaŒ, brak wyboru wğaŜciwych rozwiŃzaŒ). 

3 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağy pokonane zasadnicze trudnoŜci zadania, ale 

rozwiŃzanie nie zostağo dalej dokoŒczone lub w dalszej czňŜci rozwiŃzania 

wystŃpiğy bğňdy merytoryczne. 

2 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağ dokonany istotny postňp, ale nie zostağy pokonane 

zasadnicze trudnoŜci zadania. 

1 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağ dokonany niewielki postňp, ale konieczny do 

rozwiŃzania zadania. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym nie ma niewielkiego postňpu, albo brak rozwiŃzania. 

 

¶ w przypadku zadania, za kt·rego rozwiŃzanie moŨna otrzymaĺ maksymalnie 6 pkt:  
 

6 pkt ï rozwiŃzanie poprawne. 

5 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağy bezbğňdnie pokonane zasadnicze trudnoŜci zadania, 

jednak dalsza czňŜĺ rozwiŃzania zadania zawiera usterki (np. bğňdy rachunkowe, 

zgubienie rozwiŃzaŒ, brak wyboru wğaŜciwych rozwiŃzaŒ). 

4 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağy bezbğňdnie pokonane zasadnicze trudnoŜci zadania, 

ale rozwiŃzanie nie zostağo dalej dokoŒczone lub w dalszej czňŜci rozwiŃzania 

wystŃpiğy bğňdy merytoryczne. 

3 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağy pokonane zasadnicze trudnoŜci zadania, ale 

w trakcie ich pokonywania zostağy popeğnione bğňdy lub usterki. 

2 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağ dokonany istotny postňp, ale nie zostağy pokonane 

zasadnicze trudnoŜci zadania. 

1 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zostağ dokonany niewielki postňp, ale konieczny do 

rozwiŃzania zadania. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym nie ma niewielkiego postňpu, albo brak rozwiŃzania. 

 

W rozwiŃzaniu zadaŒ otwartych wyr·Ũniony zostağ najwaŨniejszy etap, nazywany pokonaniem 

zasadniczych trudnoŜci zadania. Przyjňto zasadň, Ũe za pokonanie zasadniczych trudnoŜci 

zadania przyznaje siň co najmniej poğowň punkt·w, jakie moŨna otrzymaĺ za bezbğňdne 

rozwiŃzanie danego zadania. Przed pokonaniem zasadniczych trudnoŜci zadania wyr·Ũnia siň 

jeszcze jeden etap (w przypadku zadaŒ za 3 pkt) lub dwa etapy poprzedzajŃce (w przypadku 

zadaŒ za 4 i wiňcej pkt): dokonanie istotnego postňpu w rozwiŃzaniu zadania oraz/lub 

dokonanie niewielkiego postňpu, kt·ry jest konieczny do rozwiŃzania zadania. 

 

Etapy rozwiŃzania dla kaŨdego zadania bňdŃ opisane w zasadach oceniania dla danego 

zadania. Ponadto dla r·Ũnych sposob·w rozwiŃzania jednego zadania te same etapy bňdŃ 

opisywağy w zasadach oceniania jakoŜciowo r·wnowaŨny postňp na drodze do rozwiŃzania 

zadania. 
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WYBRANE OZNACZENIA I SYMBOLE MATEMATYCZNE 
 

W zadaniach z matematyki na poziomie podstawowym i rozszerzonym mogŃ byĺ stosowane 

nastňpujŃce oznaczenia i symbole matematyczne: 
 

¶ ᴓ ï zbi·r liczb naturalnych 

¶ ᴚ ï zbi·r liczb cağkowitych 

¶ ᴗ ï zbi·r liczb wymiernych 

¶ ᴙ ï zbi·r liczb rzeczywistych 

¶ ὃ᷾ὄ ï suma zbior·w ὃ oraz ὄ 

¶ ὃ᷊ὄ ï iloczyn zbior·w ὃ i ὄ (czňŜĺ wsp·lna zbior·w ὃ i ὄ) 

¶ ὃ͵ὄ ï r·Ũnica zbior·w ὃ i ὄ 

¶ ὃṒὄ ï zbi·r A jest podzbiorem zbioru ὄ 

¶ ὼɴ ὃ ï element ὼ naleŨy do zbioru ὃ 

¶ ὥȟὦ ï zbi·r wszystkich liczb rzeczywistych ὼ takich, Ũe ὥ ὼ ὦ  

ὥȟὦ ï zbi·r wszystkich liczb rzeczywistych ὼ takich, Ũe ὥ ὼ ὦ  

ὥȟὦ ï zbi·r wszystkich liczb rzeczywistych ὼ takich, Ũe ὥ ὼ ὦ  

ὥȟὦ ï zbi·r wszystkich liczb rzeczywistych ὼ takich, Ũe ὥ ὼ ὦ  

KraŒce przedziağ·w domkniňtych zdajŃcy moŨe oznaczaĺ takŨe ï odpowiednio:  

ộὥȟὦỚ, ἂὥȟὦ, ὥȟὦἃ.  

 

Ponadto w zadaniach z matematyki na poziomie rozszerzonym mogŃ byĺ stosowane 

nastňpujŃce symbole i oznaczenia matematyczne: 
 

¶  ᷈ï sp·jnik logiczny Ăiò, np. ὴ᷈ ή oznacza zdanie: Ăὴ i ήò 

¶  ᷉ï sp·jnik logiczny Ălubò, np. ὴ᷉ ή oznacza zdanie: Ăὴ lub ήò 

¶ ὴ ή ï oznacza zdanie: ĂjeŜli ὴ, to ήò 

¶ ὴ ή ï oznacza zdanie: Ăὴ wtedy i tylko wtedy, gdy ήò 

¶ ὥȿὦ ï ὥ jest dzielnikiem ὦ 

¶  ɲï zbi·r pusty. 

 

MATERIAĞY I PRZYBORY POMOCNICZE NA EGZAMINIE Z MATEMATYKI 
 

Materiağy i przybory pomocnicze, z kt·rych mogŃ korzystaĺ zdajŃcy na egzaminie maturalnym 

z matematyki, to: 
 

¶ linijka 

¶ cyrkiel 

¶ kalkulator prosty 

¶ Wybrane wzory matematyczne na egzamin maturalny z matematyki. 
 

Szczeg·ğowe informacje dotyczŃce materiağ·w i przybor·w pomocniczych, z kt·rych mogŃ 

korzystaĺ zdajŃcy na egzaminie maturalnym (w tym osoby, kt·rym dostosowano warunki 

przeprowadzenia egzaminu), bňdŃ ogğaszane w komunikacie dyrektora Centralnej Komisji 

Egzaminacyjnej. 
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2.  Przykğadowe zadania z rozwiŃzaniami 

 

W Informatorze dla kaŨdego zadania podano: 

¶ liczbň punkt·w moŨliwych do uzyskania za jego rozwiŃzanie (w nawiasach, po numerze 

zadania) 

¶ najwaŨniejsze wymagania og·lne i szczeg·ğowe, kt·re sŃ sprawdzane w tym zadaniu 

¶ zasady oceniania rozwiŃzania tego zadania 

¶ przykğadowe rozwiŃzanie tego zadania. 

 

W przykğadowych rozwiŃzaniach zadaŒ otwartych sŃ wyodrňbnione dodatkowe komentarze, 

kt·re nie podlegajŃ ocenie. Dodatkowe komentarze wyodrňbniono w ramkach (podobnie jak 

ten akapit). 
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LICZBY RZECZYWISTE, WYRAŧENIA ALGEBRAICZNE, 

RčWNANIA I NIERčWNOśCI, UKĞADY RčWNAő 

 

Zadanie 1. (0ï6) 

Dany jest ukğad r·wnaŒ 

 
άὼ ώ ά
τὼ άώ ψ

 (1) 

 

z niewiadomymi  ὼ  i  ώ  oraz parametrem  ά. 

 

Wyznacz wszystkie wartoŜci parametru  □, dla kt·rych ukğad jest oznaczony, a para 

liczb  ●ȟ◐  bňdŃca rozwiŃzaniem ukğadu speğnia warunek  ȿ● ◐ȿ . 
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Wymaganie og·lne  

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

3. Tworzenie pomocniczych obiekt·w matematycznych na podstawie istniejŃcych, 

w celu przeprowadzenia argumentacji lub rozwiŃzania problemu. 

 

Wymagania szczeg·ğowe 

III. R·wnania i nier·wnoŜci. ZdajŃcy: 

2R) rozwiŃzuje r·wnania i nier·wnoŜci wymierne nie trudniejsze niŨ  

 
ὼρ

ὼὼρ

ρ

ὼρ

ςὼ

ὼρὼρ
 . 

IV. Ukğady r·wnaŒ. ZdajŃcy: 

1) rozwiŃzuje ukğady r·wnaŒ liniowych z dwiema niewiadomymi [é]. 
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Zasady oceniania 

6 pkt ï poprawna metoda wyznaczenia wszystkich wartoŜci parametru ά speğniajŃcych 

warunki zadania oraz prawidğowy wynik. 

5 pkt ï rozwiŃzanie nier·wnoŜci  ς. 

4 pkt ï rozwiŃzanie jednej z nier·wnoŜci 
 

ά ςά τ

ά ς
ς             lub           

ά ςά τ

ά ς
ς 

3 pkt ï zapisanie nier·wnoŜci 
 

ά ςά τ

ά ς
ς              i              

ά ςά τ

ά ς
ς  

2 pkt ï wyznaczenie z ukğadu (1)  ὼ  oraz  ώ. 

1 pkt ï okreŜlenie wartoŜci parametru  ά, dla jakich ukğad jest oznaczony i wyznaczenie 

z ukğadu (1)  ὼ  lub  ώ. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania.  

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

RozwiŃzujemy ukğad (1) metodŃ podstawiania. Z pierwszego r·wnania ukğadu wyznaczamy  ώ: 
 

 ώ ά άὼ 
 

i wstawiamy do drugiego r·wnania ukğadu: 

 

 τὼ άά άὼ ψ 

 τ ά ὼ ψ ά     
 

Zatem ukğad jest oznaczony, gdy άᶰᴙ͵ ςȠς. Wtedy 
 
 

ὼ
ψ ά

τ ά

ς ά τ ςά ά

ς ά ς ά

τ ςά ά

ά ς
    

 

StŃd 

ώ ά άὼ ά άẗ
ά ςά τ

ά ς

ά ςά άά ςά τ

ά ς

τά

ά ς
 

 

Wyznaczamy wartoŜci parametru  ά, dla kt·rych prawdziwa jest nier·wnoŜĺ  ȿὼ ώȿ  ς: 

 

τ ςά ά

ς ά

τά

ά ς
ς 

 

ά ςά τ

ά ς
ς 
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ά ςά τ

ά ς
ς       i         

ά ςά τ

ά ς
ς       

 

    
ά ςά τ

ά ς

ςά τ

ά ς
π       i         

ά ςά τ

ά ς

ςά τ

ά ς
π      

 

   
ά ψ

ς ά
π       i         

ά τά

ς ά
π 

 

ά ψ ά ς π i  άᶰᴙ͵ ςȠς      i     ά τά ά ς π  i  άᶰᴙ͵ ςȠς 
 

                   άᶰ ςȟς᷾ ςȟЊ     i      άᶰ Њȟς᷾ πȟς᷾ ςȟτ       
 

co daje nam άᶰ πȟς᷾ ςȟτ. 

 

Zadanie 2. (0ï3)  

Dane sŃ liczby  ὥ ÌÏÇ
Ѝυ
ςẗ ÌÏÇςςυ  i  ὦ  

φ

ψ
. 

Oblicz  ╪╫ . 

 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

 

Wymagania og·lne  

I. SprawnoŜĺ rachunkowa [é]. 

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

1. Stosowanie obiekt·w matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojňĺ 

matematycznych. 
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Wymagania szczeg·ğowe 

I. Liczby rzeczywiste. ZdajŃcy:  

1) wykonuje dziağania ([...] potňgowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze 

liczb rzeczywistych; 

R) stosuje wz·r na zamianň podstaw logarytmu.  

 

Zasady oceniania 

3 pkt ï poprawne obliczenie  ὥ   i prawidğowy wynik. 

2 pkt ï poprawne obliczenie  ὥ  oraz przeksztağcenie  ὦ  do prostszej postaci np.  ὦ ÌÏÇЍφ. 

1 pkt ï poprawnie obliczenie  ὥ  lub przeksztağcenie  ὦ  do postaci logarytmu o podstawie  ς  lub  τ, 

np.  ὦ ÌÏÇЍφ. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Obliczamy  ὥ  oraz  ὦ  z wykorzystaniem wzoru na zamianň podstawy logarytmu: 

ὥ ÌÏÇЍ ςẗÌÏÇςυ
ÌÏÇς

ÌÏÇЍυ
ẗςÌÏÇυ

ÌÏÇς

ρ
ςÌÏÇυ

ẗςÌÏÇυ τ 

ὦ
ÌÏÇφ

ÌÏÇψ
ÌÏÇφ

ÌÏÇφ

ÌÏÇψ

ρ

σ
ÌÏÇφ ÌÏÇЍφ

σ
                                 

 

Obliczamy  ὥ : 

 

           ὥ τ Ѝ τ Ѝ ẗτ ς Ѝ ẗτ ς Ѝ ẗτ τЍσφ 

 

Zadanie 3. (0ï3)  

Na diagramie obok przedstawiono fragment wykresu 

wielomianu   ὡ  okreŜlonego wzorem 
 

ὡ ὼ τὼ ρωὼ ρςὼ ρψ  
 

dla kaŨdego  ὼɴ ᴙ. 

 

Oblicz wszystkie pierwiastki wielomianu  ╦. 

                                

                                

                                

                                

                                

                                

0,2   ὼ 

ώ 

1 

ὡ 
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Wymagania og·lne  

II. Wykorzystanie i tworzenie informacji. 

1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w formie [é] 

diagram·w, tabel. 

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwiŃzywaniu problem·w 

praktycznych i teoretycznych. 
 

Wymagania szczeg·ğowe 

II. WyraŨenia algebraiczne. ZdajŃcy: 

6) dzieli wielomian jednej zmiennej  ὡ ὼ  przez dwumian postaci  ὼ ὥȟ 

1R) znajduje pierwiastki cağkowite i wymierne wielomianu o wsp·ğczynnikach 

cağkowitych. 

 

Zasady oceniania 

3 pkt ï obliczenie wszystkich pierwiastk·w wielomianu  ὡ. 

2 pkt ï sprawdzenie, Ũe liczba  
σ
τ  jest pierwiastkiem wielomianu oraz podzielenie 

wielomianu  ὡ  przez dwumian  ὼ
σ
τ

. 

1 pkt ï zastosowanie twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianu i okreŜlenie liczb 

wymiernych mogŃcych byĺ pierwiastkami wielomianu  ὡ.  

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 
 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Skorzystamy z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wsp·ğczynnikach 

cağkowitych. 

Na mocy tego twierdzenia wnosimy, Ũe jeŜli wielomian  ὡ  ma pierwiastek wymierny, to naleŨy 

on do zbioru  
 

ρȟςȟσȟφȟωȟρψȟ
ω

ς
ȟ
ω

τ
ȟ
σ

ς
ȟ
σ

τ
ȟ
ρ

ς
ȟ
ρ

τ
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Na podstawie fragmentu wykresu funkcji  ὡ  stwierdzamy, Ũe jeden z pierwiastk·w wielomianu 

znajduje siň w przedziale  
σ
υ
ȟ
τ
υ

. Tylko jedna liczba ze zbioru    leŨy w tym przedziale i jest 

to uğamek  
σ
τ. 

Sprawdzamy, czy liczba  
σ
τ  jest pierwiastkiem wielomianu  ὡ: 

ὡ
σ

τ
τẗ
σ

τ
ρωẗ

σ

τ
ρςẗ
σ

τ
ρψ

ςχ

ρφ

ρχρ

ρφ

ρττ

ρφ

ςψψ

ρφ
π 

 

Zatem wielomian jest podzielny przez dwumian  ὼ
σ
τ

. 

Dzielimy wielomian  ὡ  przez dwumian  ὼ
σ
τ

  i zapisujemy go w postaci iloczynowej: 

 

ὡ ὼ ὼ
σ

τ
τὼ ρφὼ ςτȢ 

 

Pierwiastkami tr·jmianu  τὼ ρφὼ ςτ  sŃ liczby:  ς Ѝρπ  oraz  ς Ѝρπ. 

Pierwiastkami wielomianu  ὡ  sŃ liczby:  ς Ѝρπ,  ς Ѝρπ  oraz  
σ
τ. 

 

Zadanie 4. (0ï3)  

Funkcja  Ὢ  jest okreŜlona wzorem 
 

Ὢὼ
ɀσὼ τρ

ὼɀρσ
  dla  ὼ ρσȢ 

 

Punktem kratowym nazywamy punkt w ukğadzie wsp·ğrzňdnych, kt·rego obie wsp·ğrzňdne sŃ 

liczbami cağkowitymi.  

 

Wyznacz wszystkie punkty kratowe naleŨŃce do wykresu funkcji  █. 

 

                                  

                                  

                                  

                                  

                                  

                                  

                                  

                                  

                                  

                                  

                                  

                                  

                                  

                                  

 



Przykğadowe zadania z rozwiŃzaniami 19 

Wymagania og·lne  

I. Wykorzystanie i tworzenie informacji. 

1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekŜcie [é]. 

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

3. Dobieranie argument·w do uzasadnienia poprawnoŜci rozwiŃzywania problem·w, 

tworzenie ciŃgu argument·w, gwarantujŃcych poprawnoŜĺ rozwiŃzania [é]. 
 

Wymagania szczeg·ğowe 

II. WyraŨenia algebraiczne. ZdajŃcy: 

7) mnoŨy i dzieli wyraŨenia wymierne. 

V. Funkcje. ZdajŃcy: 

13) posğuguje siň funkcjŃ  Ὢὼ
ὥ
ὼ

  [é]. 

 

Zasady oceniania 

3 pkt ï prawidğowe okreŜlenie wszystkich czterech moŨliwych przypadk·w, dla kt·rych  

ς
ὼɀρσɴ

ᴚ  i prawidğowe wyznaczenie czterech punkt·w kratowych. 

2 pkt ï prawidğowe okreŜlenie dw·ch z czterech moŨliwych przypadk·w, dla kt·rych  

ς
ὼɀρσɴ

 ᴚ  i prawidğowe wyznaczenie dw·ch punkt·w kratowych. 

1 pkt ï przeksztağcenie postaci og·lnej funkcji homograficznej do postaci kanonicznej.  

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Funkcjň  Ὢ  przedstawiamy w postaci: 

 

Ὢὼ
σὼ τρ

ὼ ρσ

σὼ ρσ ς

ὼ ρσ
σ

ς

ὼ ρσ
 Ȣ 

 

Wyznaczamy punkty kratowe. 

WartoŜĺ funkcji bňdzie liczbŃ cağkowitŃ tylko wtedy, gdy  
ς
ὼɀρσɴ

ᴚ. 

 

Szukamy cağkowitych wartoŜci  ὼ  (roŨnych od 13) takich, dla kt·rych  ὼ ρσ  jest 

dzielnikiem  ς. To prowadzi do nastňpujŃcych czterech przypadk·w: 

 

¶ ὼ ρσ ς, co daje  ὼ ρρ  i  Ὢὼ σ ρ τɴ ᴚ 

¶ ὼ ρσ ρ, co daje  ὼ ρς  i  Ὢὼ σ ς υɴ ᴚ 

¶ ὼ ρσ ρ, co daje  ὼ ρτ  i  Ὢὼ σ ς ρɴ ᴚ 

¶ ὼ ρσ ς, co daje  ὼ ρυ  i  Ὢὼ σ ρ ςɴ ᴚ. 

 

Do wykresu funkcji  Ὢ  naleŨŃ cztery punkty kratowe o wsp·ğrzňdnych: ρρȟτ, ρςȟυ, 

ρτȟρ, ρυȟς. 
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Zadanie 5. (0ï3)  

Wielomian  ὡ  jest okreŜlony wzorem  ὡ ὼ ὼ ρ ὼ άὼ ά ρ  dla kaŨdego  ὼɴ ᴙ. 

 

Wyznacz wszystkie wartoŜci parametru  □, dla kt·rych wielomian  ╦  ma dokğadnie 

jeden pierwiastek rzeczywisty. 

 

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

 

Wymaganie og·lne  

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

1. Przeprowadzanie rozumowaŒ, takŨe kilkuetapowych, podawanie argument·w 

uzasadniajŃcych poprawnoŜĺ rozumowania [é]. 
 

Wymaganie szczeg·ğowe 

III. R·wnania i nier·wnoŜci. ZdajŃcy: 

5R) [é] analizuje r·wnania i nier·wnoŜci kwadratowe z parametrami, w szczeg·lnoŜci 

wyznacza liczbň rozwiŃzaŒ w zaleŨnoŜci od parametr·w, podaje warunki, przy 

kt·rych rozwiŃzania majŃ ŨŃdanŃ wğasnoŜĺ, i wyznacza rozwiŃzania w zaleŨnoŜci 

od parametr·w. 
 

Zasady oceniania 

3 pkt ï zapisanie zbioru tych wszystkich wartoŜci parametru  ά, dla kt·rych wielomian  ὡ  ma 

dokğadnie jeden pierwiastek rzeczywisty. 

2 pkt ï wyznaczenie tych wszystkich wartoŜci parametru ά, dla kt·rych funkcja   

Ὢὼ ὼ άὼ ά ρ  nie ma miejsc zerowych 

 LUB 

 wyznaczenie tych wszystkich wartoŜci parametru ά, dla kt·rych funkcja  

Ὢὼ ὼ άὼ ά ρ  ma dokğadnie jedno miejsce zerowe r·wne  ρ. 



Przykğadowe zadania z rozwiŃzaniami 21 

1 pkt ï zapisanie, Ũe liczba  ρ  jest pierwiastkiem wielomianu  ὡ  i zapisanie warunk·w, jakie 

muszŃ byĺ speğnione, aby wielomian  ὡ  miağ dokğadnie jedno miejsce zerowe.  

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 
 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

ZauwaŨmy, Ũe liczba  ρ  jest pierwiastkiem wielomianu  ὡ. Zatem wielomian  ὡ  ma dokğadnie 

jeden pierwiastek rzeczywisty tylko wtedy, gdy funkcja   

Ὢὼ ὼ άὼ ά ρ  ma dokğadnie jedno miejsce zerowe r·wne  ρ  lub gdy funkcja  Ὢ  

nie ma miejsc zerowych. 

Zatem 

               ɝ π    lub    ɝ π    i    ὼ ρ 
 

                      ά τά τ π    lub    Í τÍ τ π    i    
ὦ

ςὥ
ρ 

 

  ά ς π    lub    ά ς π    i    
ά

ς
ρ 

 

Nier·wnoŜĺ  ά ς π  jest sprzeczna, natomiast z warunk·w 
 

  ά ς π    i    
ά

ς
ρ 

 

otrzymujemy   ά ς. 

Odp.  ά ς. 

 

Zadanie 6. (0ï4)  

Funkcja kwadratowa  Ὢ  jest okreŜlona wzorem  Ὢὼ ὴὼ ὴ ρὼ ρ ςὴ  dla 

kaŨdego  ὼɴ ᴙ. 

 

Wyznacz wszystkie wartoŜci parametru  ▬, dla kt·rych funkcja  █  ma dokğadnie dwa 

miejsca zerowe r·ŨniŃce siň o  . 
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Wymaganie og·lne  

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

1. Przeprowadzanie rozumowaŒ, takŨe kilkuetapowych, podawanie argument·w 

uzasadniajŃcych poprawnoŜĺ rozumowania [é]. 

 

Wymagania szczeg·ğowe 

III. R·wnania i nier·wnoŜci. ZdajŃcy: 

3R) stosuje wzory Vi t̄eôa dla r·wnaŒ kwadratowych; 

5R) [é] analizuje r·wnania i nier·wnoŜci kwadratowe z parametrami, w szczeg·lnoŜci 

wyznacza liczbň rozwiŃzaŒ w zaleŨnoŜci od parametr·w, podaje warunki, przy 

kt·rych rozwiŃzania majŃ ŨŃdanŃ wğasnoŜĺ, i wyznacza rozwiŃzania w zaleŨnoŜci 

od parametr·w. 

 

Zasady oceniania 

4 pkt ï zapisanie zbioru tych wszystkich wartoŜci parametru  ὴ, dla kt·rych funkcja ma 

dokğadnie dwa miejsca zerowe r·ŨniŃce siň o  ρ . 

3 pkt ï zapisanie nier·wnoŜci  ɝ π  w zaleŨnoŜci od parametru  ὴ  i jej rozwiŃzanie oraz 

zapisanie warunku  ȿὼ ὼȿ ρ  w zaleŨnoŜci od parametru  ὴ  i jego rozwiŃzanie. 

2 pkt ï zapisanie nier·wnoŜci  ɝ π  w zaleŨnoŜci od parametru  ὴ  i jej rozwiŃzanie 

 LUB 

 zapisanie warunku  ȿὼ ὼȿ ρ  w zaleŨnoŜci od parametru  ὴ  i jego rozwiŃzanie. 

1 pkt ï wyznaczenie warunk·w koniecznych i dostatecznych na to, aby funkcja  Ὢ  miağa 

dokğadnie dwa miejsca zerowe r·ŨniŃce siň o  ρ. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Wyznaczamy warunki konieczne i dostateczne na to, aby funkcja  Ὢ  miağa dokğadnie dwa 

miejsca zerowe r·ŨniŃce siň o jeden: 

 

W1. ὴ π (z treŜci zadania  Ὢ  jest funkcjŃ kwadratowŃ) 

W2. ɝ π (aby funkcja  Ὢ  miağa dokğadnie dwa miejsca zerowe) 

W3. ȿὼ ὼȿ ρ   (aby miejsca zerowe funkcji  Ὢ  r·Ũniğy siň o  ρ). 
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RozwiŃzujemy warunek W2: 

ɝ π 
 

ὴ ρ τὴρ ςὴ π 
 

ωὴ φὴ ρ π 
 

σὴ ρ π 
 

ὴᶰ Њȟ
ρ

σ
᷾
ρ

σ
ȟЊ  

 

RozwiŃzujemy warunek W3. Skorzystamy tutaj ze wzor·w Vi¯teôa. 

 

ȿὼ ὼȿ ρ 
 

ὼ ὼ ρ 
 

ὼ ὼ τὼẗὼ ρ 
 

Gdy  ὴ π  mamy 

   
ὴ ρ

ὴ
τẗ
ρ ςὴ

ὴ
ρ 

 

ὴ ρ τὴρ ςὴ ὴ 
 

                          ψὴ φὴ ρ π       
 

                        ὴ
ρ

ς
   lub   ὴ

ρ

τ
          

 

Po uwzglňdnieniu wszystkich warunk·w otrzymujemy:  ὴ
ρ
ς
   lub   ὴ

ρ
τ
 Ȣ   
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FUNKCJE, CIłGI, TRYGONOMETRIA, 

OPTYMALIZACJA I RACHUNEK RčŧNICZKOWY 

 

Zadanie 7. (0ï3)  

Funkcja  Ὢ  jest okreŜlona wzorem  Ὢὼ     dla kaŨdego  ὼɴ ρȠЊ .  

 

WykaŨ, Ũe  Ὢ  jest funkcjŃ rosnŃca. 

 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

 

Wymaganie og·lne  

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

1. Przeprowadzanie rozumowaŒ, takŨe kilkuetapowych, podawanie argument·w 

uzasadniajŃcych poprawnoŜĺ rozumowania, odr·Ũnianie dowodu od przykğadu.  
 

Wymagania szczeg·ğowe 

V. Funkcje. ZdajŃcy:  

3R) dowodzi monotonicznoŜci funkcji zadanej wzorem. 

XIII. Optymalizacja i rachunek r·Ũniczkowy. ZdajŃcy: 

5R) stosuje pochodnŃ do badania monotonicznoŜci funkcji. 
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Zasady oceniania 

dla rozwiŃzaŒ sposobami 1., 2. oraz 3. 

3 pkt ï przeprowadzenie peğnego dowodu. 

2 pkt ï poprawne okreŜlenie znaku 

r·Ũnicy Ὢὼς Ὢὼρ
σὼς ὼρ
ὼς ρ ὼρ ρ

π 

 LUB 

pochodnej Ὢᴂὼ
σ

ὼ ρς
π 

 LUB 

 przeksztağcenie nier·wnoŜci  ὼ ὼ  do postaci  σ
ρ
ὼρ ρ

σ
ρ
ὼς ρ

. 

 

1 pkt ï przyjňcie zağoŨeŒ  ὼȟὼᶰ ρȠЊ i ὼ ὼ  oraz obliczenie r·Ũnicy 

Ὢὼ Ὢὼ
σὼ ὼ

ὼ ρ ὼ ρ
 

 LUB 

 przyjňcie zağoŨenia   ὼɴ ρȠЊ   oraz obliczenie pochodnej 

Ὢᴂὼ
σ

ὼ ρ
 

 LUB 

 przyjňcie zağoŨeŒ  ὼȟὼᶰ ρȠЊ i ὼ ὼ  oraz przeksztağcenie nier·wnoŜci  

ὼ ὼ  do postaci  
ρ
ὼς ρ

ρ
ὼρ ρ

. 

 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

dla rozwiŃzaŒ sposobami 4. oraz 5. 

3 pkt ï przeprowadzenie peğnego dowodu. 

2 pkt ï zapisanie, Ũe wykres funkcji  Ὢ  moŨna otrzymaĺ z przesuniňcia wykresu funkcji  Ὣὼ

σ
ὼ  o wektor  ρȟσ 

 LUB 

 uzasadnienie, Ũe wraz ze wzrostem liczby  ὼ ρ  wartoŜĺ uğamka  
σ
ὼρ

  

zmniejsza siň. 

1 pkt ï zapisanie funkcji  Ὢ  w postaci  Ὢὼ σ
σ
ὼ ρ

 . 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzania 

Spos·b 1. (z wykorzystaniem definicji). 

Niech ὼ, ὼᶰ ρȟЊ  oraz  ὼ ὼ. Wtedy 
 

Ὢὼ Ὢὼ
σὼ

ὼ ρ

σὼ

ὼ ρ

σὼ ὼ ρ σὼ ὼ ρ

ὼ ρ ὼ ρ

σὼ ὼ

ὼ ρ ὼ ρ
  

 

Dla  ὼ ὼ  r·Ũnica  ὼ ὼ  jest dodatnia, ponadto dla  ὼ, ὼᶰ ρȟЊ   kaŨda z sum  
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ὼ ρ oraz ὼ ρ jest dodatnia, wiňc iloraz 
σὼ ὼ

ὼ ρ ὼ ρ
 r·wnieŨ jest dodatni. 

 

Oznacza to, Ũe  Ὢὼ Ὢὼ   dla  ὼ, ὼᶰ ρȟЊ   oraz  ὼ ὼ, zatem funkcja  Ὢ jest 

rosnŃca w przedziale  ρȟЊ . 

To koŒczy dow·d. 

 

Spos·b 2. (z wykorzystaniem rachunku r·Ũniczkowego). 

Niech  ὼɴ ρȟЊ. Obliczamy pochodnŃ  Ὢ  funkcji  Ὢ: 
 

Ὢ ὼ
σὼ ẗὼ ρ σὼẗὼ ρ

ὼ ρ

σὼ ρ σὼẗρ

ὼ ρ

σ

ὼ ρ
 

 

dla kaŨdego  ὼɴ ρȟЊ . 

Funkcja  Ὢ  jest r·Ũniczkowalna w przedziale ρȟЊ , a jej pochodna jest w kaŨdym punkcie 

tego przedziağu dodatnia. Zatem funkcja  Ὢ  jest w tym przedziale rosnŃca. 

To koŒczy dow·d. 

 

Spos·b 3. (oparty na definicji funkcji rosnŃcej). 

Niech  ὼ, ὼᶰ ρȟЊ   bňdŃ dwoma dowolnymi argumentami funkcji  Ὢ. Zağ·Ũmy, Ũe  

ὼ  ὼ. Wtedy 
 

π ὼ ρ ὼ ρ 
 

DzielŃc obie strony tej nier·wnoŜci przez liczbň dodatniŃ  ὼ ρ ὼ ρ, otrzymujemy 

nier·wnoŜĺ r·wnowaŨnŃ 
 

ρ

ὼ ρ

ρ

ὼ ρ
 

 

i dalej 
 

σ

ὼ ρ

σ

ὼ ρ
 

 

σ

ὼ ρ

σ

ὼ ρ
 

 

σ
σ

ὼ ρ
σ

σ

ὼ ρ
 

 

σὼ σ

ὼ ρ

σ

ὼ ρ

σὼ σ

ὼ ρ

σ

ὼ ρ
 

 

σὼ

ὼ ρ

σὼ

ὼ ρ
 

 

Ὢὼ Ὢὼ  
 

To oznacza, Ũe funkcja  Ὢ  jest rosnŃca. 
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Spos·b 4. (z wykorzystaniem wğasnoŜci funkcji postaci  ώ
ὥ
ὼ
 ). 

Wz·r funkcji  Ὢ  przedstawiamy w postaci: 

 

Ὢὼ
σὼ

ὼ ρ

σὼ σ σ

ὼ ρ
σ

σ

ὼ ρ
 Ȣ 

 

Wykres funkcji  Ὢ  moŨna uzyskaĺ przez przesuniňcie wykresu funkcji  Ὣὼ
σ
ὼ

  (okreŜlonej 

dla  ὼ π) o wektor  ρȟσ. Z wykresu/wğasnoŜci funkcji  Ὣ  wynika, Ũe funkcja  Ὣ  jest 

rosnŃca dla  ὼ π, wiňc funkcja  Ὢ  jest rosnŃca dla  ὼ ρȢ 

To koŒczy dow·d. 

 

Spos·b 5. (oparty na umiejňtnoŜci por·wnywania uğamk·w). 

Wz·r funkcji  Ὢ  przedstawiamy w postaci: 

 

Ὢὼ
σὼ

ὼ ρ

σὼ σ σ

ὼ ρ
σ

σ

ὼ ρ
 Ȣ 

 

Dla kaŨdej liczby rzeczywistej  ὼ ρ  uğamek  
σ
ὼρ

  jest dodatni, a poniewaŨ licznik jest stağy 

i dodatni, to uğamek jest tym mniejszy, im jego mianownik jest wiňkszy. Zatem ze wzrostem 

liczby  ὼ ρ  liczba  σ
σ
ὼρ

  jest coraz wiňksza. Tym samym funkcja  Ὢ  jest rosnŃca. 

 

Zadanie 8. (0ï2)  

Oblicz granicň  ἴἱἵ
▪O

Ѝ ▪ ▪▪
. 
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Wymaganie og·lne  

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

1. Stosowanie obiekt·w matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojňĺ 

matematycznych.  
 

Wymaganie szczeg·ğowe 

VI. CiŃgi. ZdajŃcy:  

1R) oblicza granice ciŃg·w, korzystajŃc z granic ciŃg·w typu  , Ѝὥ  oraz twierdzeŒ 

o granicach sumy, r·Ũnicy, iloczynu i ilorazu ciŃg·w zbieŨnych, a takŨe twierdzenia 

o trzech ciŃgach. 
 

Zasady oceniania 

2 pkt ï prawidğowa metoda obliczenia granicy (zastosowanie twierdzenia o trzech ciŃgach) 

i prawidğowy wynik. 

1 pkt ï zauwaŨenie, Ũe  χ φ χ ςẗχ  i obliczenie granic ciŃg·w  ὥ Ѝχ  oraz  

ὧ Ѝςẗχ. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Skorzystamy z twierdzenia o trzech ciŃgach. 

RozwaŨmy ciŃgi  ὥ Ѝχ  oraz  ὧ Ѝςẗχ  okreŜlone dla kaŨdego  ὲᶰᴓ. 

ZauwaŨmy, Ũe  χ φ χ ςẗχ  dla kaŨdego ὲᶰᴓ, wiňc 

Ѝχ Ѝφ χ  Ѝςẗχ  

Ponadto ÌÉÍ
ᴼ
Ѝχ χ oraz ÌÉÍ

ᴼ
Ѝςẗχ ÌÉÍ

ᴼ
ЍςẗÌÉÍ

ᴼ
Ѝχ ρẗχ χ, wiňc na podstawie 

twierdzenia o trzech ciŃgach  ÌÉÍ
ᴼ
Ѝφ χ χ. 
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Zadanie 9. (0ï4)  

Syzyf codziennie stoi przed zadaniem wtoczenia 

ciňŨkiej kamiennej kuli na szczyt pewnej g·ry. 

W chwili  ὸ π  znajduje siň on w punkcie  ַײ  

oddalonym od szczytu o  τ  km, a poğoŨenie  ὼ  
Syzyfa wtaczajŃcego kulň jest opisane r·wnaniem 
 

ὼὸ ὸ ρφȟυὸ ρψπὸ  dla  ὸɴ πȟςτ 
 

gdzie  ὼ  jest wyraŨone w metrach, a  ὸ ï 

w godzinach. 

 

OŜ  ַײὼ  jest skierowana do wierzchoğka g·ry i jest styczna w kaŨdym punkcie do zbocza g·ry. 
 

Oblicz najmniejszŃ odlegğoŜĺ, na jakŃ Syzyf zbliŨy siň do wierzchoğka g·ry, oraz 

maksymalnŃ prňdkoŜĺ, z jakŃ wtacza kamieŒ pod g·rň. 

 

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

 

Wymaganie og·lne  

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

1. Stosowanie obiekt·w matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojňĺ 

matematycznych. 
 

Wymagania szczeg·ğowe 

XIII. Optymalizacja i rachunek r·Ũniczkowy. ZdajŃcy: 

3R) [é] podaje interpretacjň geometrycznŃ i fizycznŃ pochodnej; 

4R) oblicza pochodnŃ funkcji potňgowej o wykğadniku rzeczywistym [é]; 

5R) stosuje pochodnŃ do badania monotonicznoŜci funkcji; 

6R) rozwiŃzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodnej. 
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Zasady oceniania 

4 pkt ï poprawna metoda wyznaczenia najmniejszej odlegğoŜci, na jakŃ Syzyf zbliŨy siň do 

wierzchoğka g·ry, i poprawna metoda wyznaczenia najwiňkszej wartoŜci prňdkoŜci, 

z jakŃ wtaczany jest kamieŒ, wraz z prawidğowymi wynikami liczbowymi. 

3 pkt ï zapisanie, Ũe prňdkoŜĺ jest pochodnŃ funkcji poğoŨenia i znalezienie ekstrem·w 

funkcji  ὼᴂ. 

2 pkt ï zbadanie monotonicznoŜci funkcji  ὼ  i znalezienie ekstrem·w funkcji  ὼ. 

1 pkt ï obliczenie pochodnej funkcji  ὼ. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Najpierw wyznaczymy najmniejszŃ odlegğoŜĺ, na jakŃ Syzyf zbliŨy siň do wierzchoğka g·ry. 

Obliczamy pochodnŃ funkcji  ὼ: 

 

ὼὸ σὸ σσὸ ρψπ dla ὸɴ πȟςτ 
 

i obliczamy jej miejsca zerowe: 

ὼ ὸ π 
 

σὸ σσὸ ρψππ 
 

ὸ ρρὸ φπ π 
 

ɝ σφρ 
 

ὸ ρυ           ὸ π 
 

PoniewaŨ: 
 

ὼᴂὸ π  dla  ὸɴ πȟρυ 
 

ὼ ὸ π  dla  ὸɴ ρυȟςτ 
 

wiňc 
 

funkcja  ὼ  jest rosnŃca w przedziale  πȟρυ 

funkcja  ὼ  jest malejŃca w przedziale  ρυȟςτ 
 

Zatem  ὼ  ὼρυ σπσχȟυ  i Syzyf zbliŨy siň do wierzchoğka g·ry na odlegğoŜĺ  ωφςȟυ m. 

 

Obliczamy maksymalnŃ wartoŜĺ prňdkoŜci, z jakŃ Syzyf wtacza kulň. 

Niech  Ý  oznacza prňdkoŜĺ Syzyfa wtaczajŃcego kulň. 

PoniewaŨ  Ý ὼ , wiňc 
 

Ýὸ ὼὸ σὸ σσὸ ρψπ  dla ὸɴ πȟςτ 
 

Korzystamy z wğasnoŜci funkcji kwadratowej i obliczamy najwiňkszŃ wartoŜĺ prňdkoŜci, z jakŃ 

Syzyf wtacza kulň: 

 

ὴ
ὦ

ςὥ

σσ

ςẗ σ

ρρ

ς
ᶰπȟςτ 
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ὺ
ρρ

ς
π  

 

Zatem najwiňksza wartoŜĺ prňdkoŜci, z jakŃ Syzyf wtacza kulň pod g·rň jest r·wna 

Ýυȟυ ςχπȟχυ m/h. 

 

Zadanie 10. (0ï6)  

Cztery miasta  ὃ, ὄ, ὅ  i  Ὀ  znajdujŃ siň w wierzchoğkach kwadratu o boku  σππ  km. Pewna 

firma dostağa zlecenie na zaprojektowanie sieci dr·g, kt·ra bňdzie ğŃczyĺ kaŨde dwa z tych 

miast. Sieĺ ma posiadaĺ dwa wňzğy, a ğŃczna dğugoŜĺ dr·g w sieci ma byĺ moŨliwie 

najmniejsza. (Przykğad sieci dr·g z dwoma wňzğami, ğŃczŃcej kaŨde dwa z miast, 

przedstawiono na poniŨszym rysunku). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Oblicz, jaka musi byĺ dğugoŜĺ najkr·tszej takiej sieci dr·g i gdzie muszŃ byĺ 

zlokalizowane wňzğy tej sieci.  

 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

ὃ 

ὅ Ὀ 

ὄ 

wňzğy 

σππ km 

σππ km 



32 Informator o egzaminie maturalnym z matematyki na poziomie rozszerzonym od roku szkolnego 2022/2023 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

 

Wymaganie og·lne  

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwiŃzywaniu zadaŒ, r·wnieŨ w sytuacjach 

nietypowych. 
 

Wymagania szczeg·ğowe 

XIII. Optymalizacja i rachunek r·Ũniczkowy. ZdajŃcy: 

4R) oblicza pochodnŃ funkcji potňgowej o wykğadniku rzeczywistym [é]; 

5R) stosuje pochodnŃ do badania monotonicznoŜci funkcji; 

6R) rozwiŃzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodnej. 
 

Zasady oceniania 

6 pkt ï obliczenie dğugoŜci najkr·tszej sieci z dwoma wňzğami i podanie lokalizacji wňzğ·w 

wzglňdem miast. 

5 pkt ï obliczenie dğugoŜci najkr·tszej sieci z dwoma wňzğami. 

4 pkt ï obliczenie wartoŜci najmniejszej funkcji  Ὢ. 

3 pkt ï obliczenie pochodnej funkcji  Ὢ. 

2 pkt ï wyraŨenie dğugoŜci sieci za pomocŃ odlegğoŜci wňzğ·w od prostych odpowiednio  ὃὈ  

i  ὄὅ. 

1 pkt ï uzasadnienie, Ũe wňzğy muszŃ siň znajdowaĺ na symetralnej odcinka  ὃὈ. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

 

 



Przykğadowe zadania z rozwiŃzaniami 33 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Rozpatrzmy sieĺ dr·g zğoŨonŃ z odcink·w  ὃὑ, ὑὒ, ὒὅ, ὄὒ i Ὀὑ  (zobacz rysunek 1.) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Prowadzimy prostŃ  ὴ  r·wnolegğŃ do  ὃὈ  i przechodzŃcŃ przez  ὑ  i zaznaczamy na niej 

punkt  ὑȭ  taki, Ũe  ȿὃὑᴂȿ ȿὈὑᴂȿ. 

Prowadzimy prostŃ r·wnolegğŃ do  ὄὅ  i przechodzŃcŃ przez  ὒ  i zaznaczamy na niej punkt  ὒȭ  

taki, Ũe  ȿὄὒᴂȿ ȿὅὒᴂȿ (patrz rysunek 2.). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

PokaŨemy, Ũe sieĺ dr·g z wňzğami  ὑ  i  ὒ  moŨna zastŃpiĺ sieciŃ kr·tszŃ ï z wňzğami  ὑȭ  i  ὒȭ. 

Niech  Ὀȭ  bňdzie punktem symetrycznym do punktu  Ὀ  wzglňdem prostej  ὴ. W·wczas punkty  

Ὀȭ,  ὑȭ  oraz  ὃ  sŃ wsp·ğliniowe, wiňc 
 

ȿὈὑȿ ȿὑὃȿ ȿὈὑȿ ȿὑὃȿ ȿὈᴂὃȿ ȿὈὑᴂȿ ȿὑᴂὃȿ. 
 

Podobnie pokazujemy, Ũe  ȿὄὒȿ ȿὒὅȿ ȿὄὒᴂȿ ȿὒᴂὅȿ. Ponadto odcinek  ὑᴂὒᴂ  jest 

r·wnolegğy do prostej  ὃὄ, wiňc  ȿὑᴂὒᴂȿ ȿὑὒȿ. Zatem sieĺ dr·g z wňzğami  ὑᴂ  i  ὒᴂ  jest kr·tsza 

niŨ z wňzğami  ὑ  i  ὒ. 

Oznaczmy odlegğoŜĺ punktu  ὑᴂ  od prostej  ὃὈ  przez  ὼ, natomiast punktu  ὒᴂ  od prostej  ὄὅ  

przez  ώ. DğugoŜĺ  Ὠ  sieci z wňzğami  ὑᴂ  i  ὒᴂ  jest r·wna 
 

ὃ ὄ 

ὅ Ὀ 

ὑ 

ὒ 

Rysunek 1. 

ὃ 

ὅ Ὀ 

ὄ 

ὑ 

ὒ 

Rysunek 2. 

ὑᴂ 
ὒᴂ 

ὴ 
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Ὠ ςρυπ ὼ ςρυπ ώ σππὼ ώ 
 

gdzie  ὼɴ πȟσππ  i  π ὼ ώ σππ.  

Zbadamy funkcjň  Ὢὼ ςЍρυπ ὼ ὼ  okreŜlonŃ dla  ὼɴ πȟσππ. 
 

Ὢ ὼ ςẗ
ρ

ς
ẗ

ρ

Ѝρυπ ὼ
ẗςὼ ρ

ςὼ

Ѝρυπ ὼ
ρ 

 

Ὢ ὼ π  
 

ςὼ

ρυπ ὼ
ρ 

 

τὼ ὼ ρυπ 
 

ὼ υπЍσ 
 

Ὢ ὼ π    ὼɴ υπЍσȟσππ 
 

Ὢ ὼ π    ὼɴ πȟυπЍσ 
 

Funkcja  Ὢ  jest malejŃca w przedziale πȟυπЍσ i rosnŃca w przedziale  υπЍσȟσππ. 

NajmniejszŃ wartoŜĺ funkcja przyjmuje w punkcie  ὼ υπЍσ  i wartoŜĺ ta jest r·wna  

ὪυπЍσ ρυπЍσ. 

Zatem 
 

Ὠ Ὢὼ Ὢώ σππσππρ Ѝσ 
 

przy czym r·wnoŜĺ zachodzi tylko wtedy, gdy  ὼ ώ υπЍσ. Najkr·tsza sieĺ dr·g ma zatem 

dğugoŜĺ  σππρ Ѝσ  km  i skğada siň z 5 odcink·w: ὃὑᴂ, ὑᴂὒᴂ, ὒᴂὅ, ὄὒᴂ i Ὀὑᴂ.  

Wňzeğ  ὑᴂ  jest r·wno oddalony (w odlegğoŜci  ρππЍσ  km) od miast  ὃ  i  Ὀ, natomiast wňzeğ  ὒᴂ  

jest r·wno oddalony (w odlegğoŜci  ρππЍσ  km) od miast  ὄ  i  ὅ  (patrz rysunek 2.). 

 

ZauwaŨmy jeszcze, Ũe w przypadku sieci dr·g z jednym wňzğem, najkr·tsza taka sieĺ bňdzie 

miağa dğugoŜĺ r·wnŃ  φππЍς  km  (i wňzeğ w Ŝrodku kwadratu   ὃὄὅὈ). Bňdzie wiňc dğuŨsza 

niŨ sieĺ z dwoma wňzğami. 
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Zadanie 11. (0ï3)  

Funkcja Ὢ jest okreŜlona wzorem Ὢὼ
ςὼ σ

ὼ ς
τÌÏÇρ

ς
ὼ  dla wszystkich ὼ πȢ 

 

WykaŨ, Ũe funkcja  █  ma co najmniej jedno miejsce zerowe, kt·re naleŨy do 

przedziağu  ȟ . 

 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

 

Wymaganie og·lne  

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

1. przeprowadzanie rozumowaŒ, takŨe kilkuetapowych, podawanie argument·w 

uzasadniajŃcych poprawnoŜĺ rozumowania, odr·Ũnianie dowodu od przykğadu. 
 

Wymaganie szczeg·ğowe 

XIII. Optymalizacja i rachunek r·Ũniczkowy. ZdajŃcy: 

2R) stosuje wğasnoŜĺ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego funkcji 

i znajdowania przybliŨonej wartoŜci miejsca zerowego. 
 

Zasady oceniania 

3 pkt ï przeprowadzenie peğnego dowodu. 

2 pkt ï zauwaŨenie, Ũe  Ὢ
ρ
ς

π  i  Ὢτ π oraz uzasadnienie, Ũe funkcja  Ὢ  jest ciŃgğa. 

1 pkt ï obliczenie wartoŜci funkcji  Ὢ  np. na kraŒcach przedziağu  
ρ
ς
ȟτ. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 
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Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Obliczymy wartoŜci funkcji na kraŒcach przedziağu  
ρ
ς
ȟτ. 

Ὢ
ρ

ς

ςẗ
ρ
ς σ

ρ
ς ς

τÌÏÇ
ρ

ς

τ

υ
τ σ

ρ

υ
 

Ὢτ
ςẗτ σ

τ ς
τÌÏÇτ

υ

φ
ψ χ

ρ

φ
 

ZauwaŨmy, Ũe  Ὢ
ρ
ς

π  i  Ὢτ π. 

Funkcja  Ὢ  jest funkcjŃ ciŃgğŃ, jako suma funkcji ciŃgğych. Ma zatem wğasnoŜĺ Darboux. 

Dlatego w przedziale  
ρ
ς
ȟτ przyjmuje wszystkie wartoŜci z zakresu χȟσ . 

W szczeg·lnoŜci przyjmuje wartoŜĺ  π  dla pewnego  ὼᶰ
ρ
ς
ȟτ. 

To koŒczy dow·d. 

 

Zadanie 12. (0ï4)  

Funkcja  Ὢ  jest okreŜlona wzorem  Ὢὼ ὼ πȟυẗςὼ ρ   dla kaŨdego  ὼɴ ᴙ. 

 

Oblicz najmniejszŃ wartoŜĺ tej funkcji. 
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Wymaganie og·lne  

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwiŃzywaniu zadaŒ, r·wnieŨ w sytuacjach 

nietypowych. 
 

Wymagania szczeg·ğowe 

XIII. Optymalizacja i rachunek r·Ũniczkowy. ZdajŃcy: 

4R) oblicza pochodnŃ funkcji potňgowej o wykğadniku rzeczywistym oraz oblicza 

pochodnŃ, korzystajŃc z twierdzeŒ o pochodnej sumy, r·Ũnicy, iloczynu, ilorazu 

i funkcji zğoŨonej; 

5R) stosuje pochodnŃ do badania monotonicznoŜci funkcji; 

6R) rozwiŃzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodnej. 

 

Zasady oceniania 

dla rozwiŃzania sposobem 1. 

4 pkt ï obliczenie wartoŜci najmniejszej funkcji  Ὢ. 

3 pkt ï uzasadnienie (np. poprzez badanie monotonicznoŜci funkcji), Ũe funkcja  Ὢ  przyjmuje 

wartoŜĺ najmniejszŃ dla  ὼ
ρ
σ

. 

2 pkt ï obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji  Ὢ. 

1 pkt ï wyznaczenie pochodnej funkcji  Ὢ.  

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

dla rozwiŃzania sposobem 2. 

4 pkt ï obliczenie wartoŜci najmniejszej funkcji  Ὢ. 

3 pkt ï zapisanie, Ũe funkcja kwadratowa  ώ  φὼ τὼ ρ  osiŃga  wartoŜĺ najmniejszŃ 

r·wnŃ  
ρ
σ

  dla  ὼ
ρ
σ

. 

2 pkt ï zapisanie nier·wnoŜci 

ς

σ
ẗὪὼ

φὼ τὼ ρ

σ
 

1 pkt ï zapisanie nier·wnoŜci 

ὼ ὼ ςὼ ρ

σ

ὼ ὼ ςὼ ρ

σ
 Ȣ 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 
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dla rozwiŃzania sposobem 3. 

4 pkt ï obliczenie wartoŜci najmniejszej funkcji  Ὢ. 

3 pkt ï przeksztağcenie wyraŨenia  ωὸ τὸ ςὸ
ρ
υτ

  do postaci  

ωὸ ὸ
ς

ω

ρτ

ψρ

ρ

υτ
  

2 pkt ï zastosowanie wzoru na czwartŃ potňgň sumy/r·Ũnicy dw·ch wyraŨeŒ i zapisanie 

funkcji  Ὢ  jako 

Ὢὸ
ρ

σ
ωὸ τὸ ςὸ

ρ

υτ
 

1 pkt ï zastosowanie podstawienia  ὸ ὼ
ρ
σ

  i zapisanie funkcji  Ὢ  w postaci 

 Ὢὸ
ρ

σ
ὸ
ρ

σ

ρ

ς
ẗςὸ

ρ

σ
ρ  

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzania 

Spos·b 1. 

Wyznaczamy pochodnŃ funkcji  Ὢ  korzystajŃc z twierdzenia o pochodnej funkcji zğoŨonej: 

 

Ὢ ὼ τὼ πȟυẗτςὼ ρ ẗς                   dla  ὼɴ ᴙ Ȣ 
 

Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji  Ὢ: 

τὼ πȟυẗτςὼ ρ ẗς  π 

ὼ ςὼ ρ   π 

ὼ ςὼ ρ ὼ ὼςὼ ρ ςὼ ρ   π 

σὼ ρ σὼ σὼ ρ  π 

σὼ ρ π     lub    σὼ σὼ ρ  π 

Pierwsze z tych r·wnaŒ ma rozwiŃzanie  ὼ
ρ
σ

 , natomiast drugie jest sprzeczne. 

Sprawdzamy, czy w punkcie  ὼ
ρ
σ

  funkcja  Ὢ  osiŃga ekstremum. Badamy monotonicznoŜĺ 

funkcji  Ὢ  stosujŃc rachunek pochodnych: 

Ὢ ὼ τὼ πȟυẗτςὼ ρ ẗς  τσὼ ρ σὼ σὼ ρ                                               

Ὢ ὼ π  dla  ὼɴ
ρ

σ
ȠЊ                                                                                                              

Ὢ ὼ π  dla  ὼɴ ЊȠ
ρ

σ
                                                                                                              

wiňc 

funkcja  Ὢ  jest malejŃca w zbiorze  ЊȠ
ρ
σ
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funkcja  Ὢ  jest rosnŃca w zbiorze  
ρ
σ
ȠЊ , 

co oznacza, Ũe w punkcie  ὼ
ρ
σ

  funkcja  Ὢ  ma ekstremum lokalne, bňdŃce jednoczeŜnie 

minimum globalnym. Funkcja  Ὢ  osiŃga wartoŜĺ najmniejszŃ r·wnŃ 

Ὢ
ρ

σ

ρ

σ
πȟυẗ

ρ

σ

ρ

υτ
                                                                                              

 

Spos·b 2. 

Korzystamy z nier·wnoŜci miňdzy Ŝrednimi liczbowymi. 

Dla kaŨdych liczb nieujemnych  ὥ, ὦ, ὧ  Ŝrednia kwadratowa z tych liczb jest niemniejsza od 

Ŝredniej arytmetycznej tych liczb: 

ὥ ὦ ὧ

σ

ὥ ὦ ὧ

σ
 

 

Niech  ὼ  bňdzie dowolnŃ liczbŃ rzeczywistŃ. KorzystajŃc z nier·wnoŜci miňdzy ŜredniŃ 

kwadratowŃ a arytmetycznŃ liczb  ὼ, ὼ, ςὼ ρ   otrzymujemy: 
 

ὼ ὼ ςὼ ρ

σ

ὼ ὼ ςὼ ρ

σ
 

 

ςὼ ςὼ ρ

σ

ςὼ ςὼ ρ

σ
 

 

ς

σ
ẗ
ὼ πȟυςὼ ρ

ρ

φὼ τὼ ρ

σ
 

 

ς

σ
ẗὪὼ

φὼ τὼ ρ

σ
 

 

dla kaŨdego  ὼɴ ᴙ. 

Funkcja kwadratowa  ώ φὼ τὼ ρ  osiŃga  wartoŜĺ najmniejszŃ dla  ὼ
τ
ςẗφ

ρ
σ

 

r·wnŃ  φ
ρ
σ

τẗ
ρ
σ

ρ
ρ
σ
 , wiňc 

 

ς

σ
ẗὪὼ

φὼ τὼ ρ

σ

ρ

ω
 

 

Ὢὼ
ρ

υτ
 

 

dla kaŨdego  ὼɴ ᴙ. 
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PoniewaŨ 
 

Ὢ
ρ

σ

ρ

σ
πȟυẗ

ρ

σ

ρ

υτ
 

 

wiňc najmniejsza wartoŜĺ funkcji  Ὢ  jest r·wna  
ρ
υτ

. 

 

Spos·b 3. 

Niech  ὸ ὼ   dla  ὼɴ ᴙ. Wtedy 

 

Ὢὸ
ρ

σ
ὸ
ρ

σ

ρ

ς
ẗςὸ

ρ

σ
ρ ὸ

ρ

σ

ρ

ς
ẗςὸ

ρ

σ
       dla  ὸɴ ᴙ 

 

Wykorzystamy dwukrotnie wz·r na czwartŃ potňgň sumy dw·ch skğadnik·w 
 

ὥ ὦ ὥ τὥὦ φὥὦ τὥὦ ὦ 
 

W·wczas 
 

Ὢὸ
ρ

σ
ὸ τὸẗ

ρ

σ
φὸẗ

ρ

ω
τὸẗ
ρ

ςχ

ρ

ψρ
 

 

                                                    
ρ

ς
ρφὸ τẗψὸẗ

ρ

σ
φẗτὸẗ

ρ

ω
τẗςὸẗ

ρ

ςχ

ρ

ψρ
 

 

                                        ωὸ τὸ ςὸ
ρ

υτ
ωὸ ὸ

τ

ω
ὸ
ς

ω

ρ

υτ
 

 

ωὸ ὸ
ς

ω

ρτ

ψρ

ρ

υτ
        

 

PoniewaŨ dla kaŨdego  ὸɴ ᴙ  prawdziwe sŃ nier·wnoŜci: 
 

ὸ
ς

ω

ρτ

ψρ
π   i   ωὸ π 

 

wiňc  Ὢὸ
ρ
σ

ρ
υτ
 , przy czym  Ὢὸ

ρ
σ

ρ
υτ

  wtedy i tylko wtedy, gdy  ὸ π  (czyli dla  

ὼ
ρ
σ
). 

Zatem najmniejsza wartoŜĺ funkcji  Ὢ  jest r·wna  
ρ
υτ

. 
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Zadanie 13. (0ï4)  

W nieskoŒczonym malejŃcym ciŃgu geometrycznym  ὥ , okreŜlonym dla  ὲ ρ, jest 

speğniony warunek 

ὥ ὥ

ὥ

ςω

ςυ
 Ȣ 

Suma wszystkich wyraz·w tego ciŃgu o numerach parzystych jest r·wna  φ. 
 

Wyznacz wz·r na  ▪ïty wyraz ciŃgu  ╪▪ . 

 

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

                                

 

Wymaganie og·lne  

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

1. Stosowanie obiekt·w matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojňĺ 

matematycznych. 
 

Wymaganie szczeg·ğowe 

VI. CiŃgi. ZdajŃcy: 

2R) rozpoznaje zbieŨne szeregi geometryczne i oblicza ich sumň. 

 

Zasady oceniania 

4 pkt ï obliczenie ilorazu, pierwszego wyrazu ciŃgu oraz zapisanie wzoru og·lnego ciŃgu. 

3 pkt ï obliczenie ilorazu lub pierwszego wyrazu ciŃgu. 

2 pkt ï zapisanie dw·ch r·wnaŒ z niewiadomymi  ή  i  ὥ, kt·re pozwalajŃ na obliczenie ilorazu 
ciŃgu oraz pierwszego wyrazu ciŃgu. 

1 pkt ï zapisanie r·wnania z niewiadomymi  ή  i/lub  ὥ, kt·re wynika z treŜci zadania.  

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 
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Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Z warunku 

ὥ ὥ

ὥ

ςω

ςυ
  

oraz z informacji o monotonicznoŜci ciŃgu otrzymamy iloraz  ή  ciŃgu  ὥ : 

 

ὥẗή ὥ

ὥ

ςω

ςυ
 

ή ρ
ςω

ςυ
 

ή
ς

υ
  lub  ή

ς

υ
 

 

CiŃg jest ŜciŜle monotoniczny, wiňc  ή
ς
υ

. 

PoniewaŨ dla  ή
ς
υ

  ciŃg ten jest zbieŨny, wiňc sumň 

 

ὥ ὥ ὥ  ȣ φ 
 

moŨemy zapisaĺ nastňpujŃco: 
ὥẗή

ρ ή
φ 

i otrzymujemy 

ὥẗ
ς
υ

ρ
ς
υ

φ 

 

ὥ
φσ

υ
 

 

Wz·r og·lny ciŃgu ma postaĺ:  ὥ
φσ
υ
ẗ
ς
υ

ὲ ρ
Ȣ 

 

Zadanie 14. (0ï3)  

Funkcja  Ὢ  jest okreŜlona wzorem  Ὢὼ ὼ ςὼ ὼ ρ  dla kaŨdego  ὼɴ ᴙ. 

 

WykaŨ, Ũe liczba    naleŨy do zbioru wartoŜci tej funkcji. 
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Wymaganie og·lne  

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

1. Przeprowadzanie rozumowaŒ, takŨe kilkuetapowych, podawanie argument·w 

uzasadniajŃcych poprawnoŜĺ rozumowania, odr·Ũnianie dowodu od przykğadu. 

 

Wymaganie szczeg·ğowe 

XIII. Optymalizacja i rachunek r·Ũniczkowy. ZdajŃcy: 

2R) stosuje wğasnoŜĺ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego 

i znajdowania przybliŨonej wartoŜci miejsca zerowego. 

 

Zasady oceniania 

3 pkt ï przeprowadzenie peğnego dowodu. 

2 pkt ï uzasadnienie, Ũe funkcja  Ὢ  jest funkcjŃ ciŃgğŃ, wskazanie argumentu, dla kt·rego 

wartoŜĺ funkcji jest mniejsza od  υ  wraz z obliczeniem wartoŜci funkcji dla tego 

argumentu i wskazanie argumentu, dla kt·rego wartoŜĺ funkcji jest wiňksza od  υ  wraz 

z obliczeniem wartoŜci funkcji dla tego argumentu. 

1 pkt ï uzasadnienie, Ũe funkcja  Ὢ  jest funkcjŃ ciŃgğŃ, wskazanie argumentu, dla kt·rego 

wartoŜĺ funkcji jest mniejsza od  υ  i obliczenie wartoŜci funkcji dla tego argumentu 

 LUB 

 uzasadnienie, Ũe funkcja  Ὢ  jest funkcjŃ ciŃgğŃ, wskazanie argumentu, dla kt·rego 

wartoŜĺ funkcji jest wiňksza od  υ  i obliczenie wartoŜci funkcji dla tego argumentu 

 LUB 

 wskazanie argumentu, dla kt·rego wartoŜĺ funkcji jest mniejsza od  υ  wraz 

z obliczeniem wartoŜci funkcji dla tego argumentu i wskazanie argumentu, dla kt·rego 

wartoŜĺ funkcji jest wiňksza od  υ  wraz z obliczeniem wartoŜci funkcji dla tego 

argumentu.  

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 
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Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Funkcja  Ὢ  jest funkcjŃ ciŃgğŃ w zbiorze liczb rzeczywistych, poniewaŨ jest funkcjŃ 

wielomianowŃ. 

PoniewaŨ  Ὢπ ρ  oraz  Ὢς φτ σς ψ ρ ςυ  i funkcja jest ciŃgğa na 

przedziale  πȟς, wiňc, na mocy twierdzenia Darboux, przyjmuje w przedziale πȟς wszystkie 

wartoŜci poŜrednie pomiňdzy  Ὢπ  a  Ὢς. Wobec tego istnieje taki argument ὼɴ πȟς, dla 

kt·rego zachodzi  Ὢὼ υ. To oznacza, Ũe liczba  υ  naleŨy do zbioru wartoŜci funkcji. 

 

Zadanie 15. (0ï4)  

RozwiŃŨ nier·wnoŜĺ 

ἫἷἻ● Ἳἱἶ
●

ἫἷἻ
●

ȟ  

w zbiorze  ȟⱫ . 
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Wymagania og·lne  

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

1. Stosowanie obiekt·w matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojňĺ 

matematycznych. 

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

2. Dostrzeganie regularnoŜci, podobieŒstw oraz analogii, formuğowanie wniosk·w na 

ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnoŜci. 
 

Wymaganie szczeg·ğowe 

VII. Trygonometria. ZdajŃcy: 

6R) rozwiŃzuje r·wnania i nier·wnoŜci trygonometryczne [é]. 

 

Zasady oceniania 

4 pkt ï poprawne rozwiŃzanie podanej w poleceniu nier·wnoŜci w zbiorze  πȟ“. 

3 pkt ï poprawne rozwiŃzanie jednej z nier·wnoŜci  ÃÏÓὼ
σ
ς

  lub  ÃÏÓὼ
σ
ς

. 

2 pkt ï zapisanie nier·wnoŜci  ÃÏÓὼ
σ
τ

  w postaci koniunkcji dw·ch nier·wnoŜci. 

1 pkt ï przeksztağcenie nier·wnoŜci do  postaci, w kt·rej wystňpuje jedna funkcja 

trygonometryczna zmiennej  ὼ.  

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Przeksztağcamy nier·wnoŜĺ podanŃ w treŜci zadania do prostszej postaci. Skorzystamy ze 

wzoru na cosinus podwojonego kŃta: 

ς ÃÏÓὼ τÓÉÎ
ὼ

ς
τÃÏÓ

ὼ

ς
τ
σ

τ
 

ÃÏÓὼ τÃÏÓὼ τ τÃÏÓ
ὼ

ς
ÓÉÎ
ὼ

ς
τ
σ

τ
 

ÃÏÓὼ τÃÏÓὼ τ τÃÏÓςẗ
ὼ

ς
τ
σ

τ
  

ÃÏÓὼ
σ

τ
 

ȿÃÏÓὼȿ
Ѝσ

ς
 

ÃÏÓὼ
Ѝσ

ς
      i      ÃÏÓὼ 

Ѝσ

ς
 

 

Korzystamy z wykresu funkcji cosinus i odczytujemy rozwiŃzania ostatnich dw·ch nier·wnoŜci 

w przedziale  πȟ“: 

ὼɴ  
“

φ
ȟ“    i    ὼɴ πȟ

υ

φ
“ 

Otrzymujemy rozwiŃzanie:  ὼɴ  
ʌ
φ
ȟ
υ
φ
ʌ . 
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Zadanie 16. (0ï3)  

WykaŨ, Ũe r·wnanie  ● ● ● ●   ma w przedziale  ȟ   co najmniej 

dwa r·Ũne rozwiŃzania. 

 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

 

Wymagania og·lne  

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

1. Przeprowadzanie rozumowaŒ [é]; 

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwiazywaniu zadaŒ, r·wnieŨ w sytuacjach 

nietypowych. 
 

Wymaganie szczeg·ğowe 

XIII. Optymalizacja i rachunek r·Ũniczkowy. ZdajŃcy: 

2R) stosuje wğasnoŜĺ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego funkcji [é]. 
 

Zasady oceniania 

3 pkt ï przeprowadzenie peğnego dowodu. 

2 pkt ï podanie dla funkcji  Ὢὼ ὼ χὼ ωὼ ψὼ ς  takich trzech argument·w  

ὼ ὼ ὼ  leŨŃcych w przedziale  ςȟς, dla kt·rych  Ὢὼ π,  Ὢὼ π  

i  Ὢὼ π. 

1 pkt ï podanie dla funkcji  Ὢὼ ὼ χὼ ωὼ ψὼ ς  takich dw·ch argument·w 

ὼ ὼ  leŨŃcych w przedziale  ςȟς, dla kt·rych  Ὢὼ ẗὪὼ π. 
0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 
 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Niech  Ὢ  bňdzie funkcjŃ okreŜlonŃ wzorem  Ὢὼ ὼ χὼ ωὼ ψὼ ς  dla  ὼɴ ᴙ.  

Obliczymy wartoŜci funkcji  Ὢ  w kilku punktach przedziağu  ςȟς: 

 

Ὢ ρ ρ χẗ ρ ωẗ ρ ψẗ ρ ς χ  
 

Ὢπ ς  
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Ὢρ ρ χẗρ ωẗρ ψẗρ ς ω  
 

Funkcja  Ὢ  jest ciŃgğa jako funkcja wielomianowa, wiňc na mocy twierdzenia Darboux 

funkcja  Ὢ  przyjmuje w przedziale  ρȟπ  wszystkie wartoŜci ze zbioru  ςȟχ. 

Zatem istnieje  ὼᶰ ρȟπ  takie, Ũe  Ὢὼ π. 

Podobnie, funkcja  Ὢ  przyjmuje w przedziale  πȟρ  wszystkie wartoŜci ze zbioru  ςȟω, 

wiňc istnieje  ὼᶰ πȟρ  takie, Ũe  Ὢὼ π. 

To oznacza, Ũe w przedziale  ςȟς  r·wnanie podane w treŜci zadania ma co najmniej dwa 

r·Ũne rozwiŃzania.  

 

Zadanie 17. (0ï3)  

CiŃg  ὥ   jest okreŜlony wzorem 
 

ὥ ὲ υ ẗ
ὴ ρ

ὲ ρ ὲ ς

ςὴ ς

ὲ ς ὲ σ
   dla   ὲ ρȢ 

 

Wyznacz wszystkie wartoŜci parametru  ▬, dla kt·rych granica ciŃgu jest r·wna  .   
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Wymaganie og·lne  

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

1. Stosowanie obiekt·w matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojňĺ 

matematycznych. 

 

Wymaganie szczeg·ğowe 

VI. CiŃgi. ZdajŃcy:  

1R) oblicza granice ciŃg·w, korzystajŃc z [é] twierdzeŒ o granicach sumy, r·Ũnicy, 

iloczynu i ilorazu ciŃg·w zbieŨnych [é]. 

 

Zasady oceniania 

3 pkt ï poprawna metoda obliczenia granicy ciŃgu  ὥ   i prawidğowo wyznaczona 

wartoŜĺ  ὴ. 

2 pkt ï wyznaczenie granicy ciŃgu  ὥ   w zaleŨnoŜci od  ὴ. 

1 pkt ï obliczenie jednej z granic: 

 ÌÉÍ
ᴼ

ὲ υ
ὲ ρὲ ς

    lub    ÌÉÍ
ᴼ

ὲ υ
ὲ ςὲ σ

. 

 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Przeksztağcamy wz·r ciŃgu  ὥ   do postaci 

 

ὥ ὴ ρẗ
ὲ υ

ὲ ρ ὲ ς
ςὴ ςẗ

ὲ υ

ὲ ς ὲ σ
 

 

Obliczamy nastňpujŃce granice: 

 

ÌÉÍ
ᴼ

ὲ υ

ὲ ρ ὲ ς
ÌÉÍ
ᴼ

ὲẗρ
υ
ὲ

ὲẗρ
ρ
ὲ ρ

ς
ὲ

ÌÉÍ
ᴼ

ρ
υ
ὲ

ρ
ρ
ὲ ρ

ς
ὲ

ρ               

 

ÌÉÍ
ᴼ

ὲ υ

ὲ ς ὲ σ
ÌÉÍ
ᴼ

ὲẗρ
υ
ὲ

ὲẗρ
ς
ὲ ρ

σ
ὲ

ÌÉÍ
ᴼ

ρ
υ
ὲ

ρ
ς
ὲ ρ

σ
ὲ

ρ                

 

Zatem 

ÌÉÍ
ᴼ
ὥ ÌÉÍ

ᴼ
ὴ ρẗ

ὲ υ

ὲ ρ ὲ ς
ςὴ ςẗ

ὲ υ

ὲ ς ὲ σ
                         

 

 ὴ ρẗÌÉÍ
ᴼ

ὲ υ

ὲ ρ ὲ ς
ςὴ ςẗÌÉÍ

ᴼ

ὲ υ

ὲ ς ὲ σ
  

 

  ὴ ρẗρ ςὴ ςẗρ σὴ σ                                                    
 

Z warunk·w zadania otrzymujemy  ρς σὴ σ, wiňc  ὴ σ.  
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Zadanie 18.  

Rozpatrujemy wszystkie takie prostopadğoŜciany, w kt·rych suma dğugoŜci wszystkich 

krawňdzi jest r·wna  ψπ, pole powierzchni cağkowitej jest r·wne  ςυφ  i Ũadna z krawňdzi bryğy 

nie jest kr·tsza niŨ  τ. 

 

Zadanie 18.1. (0ï4)  

WykaŨ, Ũe ukğad r·wnaŒ 

         ╪ ╫ ╬  (1) 
 

 ╪╫ ╫╬ ╬╪  (2) 
 

z niewiadomymi  ╪  oraz  ╫  ma rozwiŃzanie, kt·re jest parŃ liczb rzeczywistych nie 

mniejszych od    wtedy i tylko wtedy, gdy  ╬ɴ ȟ
ςψ
σ

. 
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Wymagania og·lne  

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

1. Stosowanie obiekt·w matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojňĺ 

matematycznych; 

3. Tworzenie pomocniczych obiekt·w matematycznych na podstawie istniejŃcych, 

w celu przeprowadzenia argumentacji lub rozwiŃzania problemu. 

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

3. [é] tworzenie ciŃgu argument·w, gwarantujŃcych poprawnoŜĺ rozwiŃzania [é]. 
 

Wymaganie szczeg·ğowe 

IIII. R·wnania i nier·wnoŜci. ZdajŃcy:  

5R) analizuje [é] r·wnania i nier·wnoŜci kwadratowe z parametrami [é], podaje 

warunki, przy kt·rych rozwiŃzania majŃ ŨŃdanŃ wğasnoŜĺ [é]. 
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Zasady oceniania 

4 pkt ï powoğanie siň na odpowiednie wğasnoŜci funkcji  Ὢ  prowadzŃce do wniosku, Ũe ukğad 

(1)ï(2) ma rozwiŃzanie w zbiorze liczb rzeczywistych nie mniejszych od  τ.  

3 pkt ï przyjňcie zağoŨenia ὧɴ τȟ
ςψ
σ

 i zbudowanie funkcji   

 Ὢὥ ὥ ὧ ςπὥ ὧ ςπὧ ρςψ  dla podanego zakresu parametru  ὧ. 

2 pkt ï obliczenie wyr·Ũnika r·wnania i podanie argumentacji prowadzŃcej do wniosku 

ὧɴ τȟ
ςψ
σ

. 

1 pkt ï przyjňcie zağoŨenia, Ũe ukğad (1)ï(2) ma rozwiŃzanie i zapisanie prawidğowego 

r·wnania kwadratowego z niewiadomŃ  ὥ  (lub  ὦ) i parametrem  ὧ. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Zağ·Ũmy, Ũe ukğad r·wnaŒ (1)ï(2) ma rozwiŃzanie w zbiorze liczb rzeczywistych nie 

mniejszych od  τ. Wtedy 
 

ὥ ὦ ὧ ςπ           
ὥὦ ὦὧὧὥ ρςψ

 (3) 

 

Przeksztağcamy ukğad r·wnaŒ do postaci, w kt·rej otrzymamy r·wnanie kwadratowe 

z niewiadomŃ  ὥ  i  parametrem  ὧ:  

 

ὦ ςπ ὥ ὧ                                                                  
ὥςπ ὥ ὧ ςπὥ ὧὧ ὧὥ ρςψ           

  

 

ὦ ςπ ὥ ὧ                                                                  
ὥ ὧ ςπὥ ὧ ςπὧ ρςψ π       

  

 

ὦ ςπ ὥ ὧ                                                                  
ὥ ὧ ςπὥ ὧ ςπὧ ρςψ π                 

  

 

 

 

 

 

R·wnanie  ὥ ὧ ςπὥ ὧ ςπὧ ρςψ π  ma z zağoŨenia rozwiŃzanie, wiňc 

wyr·Ũnik  ɝ   jest nieujemny, co prowadzi do: 

 

ɝ π  
 

ὧ ςπ τὧ ςπὧ ρςψ π 
 

σὧ τπὧ ρρςπ 
 

σὧ τ ὧ
ςψ

σ
π 

 

ὧɴ τȟ
ςψ

σ
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JeŜli  ὧɴ τȟ
ςψ
σ

, to funkcja  Ὢὥ ὥ ὧ ςπὥ ὧ ςπὧ ρςψ  ma co najmniej 

jedno miejsce zerowe (gdyŨ  ɝ π. 
 

Wykresem funkcji  Ὢ  jest parabola, kt·rej wierzchoğek  ὡ ὴȟή  ma rzňdnŃ niedodatniŃ  

ή
ɝ
τ. 

Odciňta  ὴ
ὧςπ
ς
ᶰ
ρφ
σ
ȟψ, a ponadto  Ὢτ ὧ ρφὧ φτ ὧ ψ π. 

 

Zatem  Ὢ  ma miejsce zerowe w zbiorze  τȟЊ . 
 

Podobnie argumentujemy, Ũe funkcja  Ὣὦ ὦ ὧ ςπὦ ὧ ςπὧ ρςψ  ma 

miejsce zerowe w przedziale  τȟЊ . 
 

Zatem ukğad (1)ï(2)  ma rozwiŃzanie w zbiorze liczb rzeczywistych nie mniejszych od  τ.  

 

Zadanie 18.2. (0ï3)  

ObjňtoŜĺ kaŨdego z rozpatrywanych prostopadğoŜcian·w moŨna wyraziĺ za pomocŃ funkcji 

  

ὠὧ ὧ ςπὧ ρςψὧ 
 

gdzie  ὧɴ τȟ
ςψ
σ

  jest dğugoŜciŃ jednej z krawňdzi bryğy. 

 

SpoŜr·d rozpatrywanych prostopadğoŜcian·w oblicz objňtoŜĺ tego prostopadğoŜcianu, 

kt·rego objňtoŜĺ jest najmniejsza. 
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Wymaganie og·lne  

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

1. Stosowanie obiekt·w matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojňĺ 

matematycznych. 
 

Wymaganie szczeg·ğowe 

XIII. Optymalizacja i rachunek r·Ũniczkowy. ZdajŃcy:  

6R) rozwiŃzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodnej. 
 

Zasady oceniania 

3 pkt ï obliczenie najmniejszej moŨliwej objňtoŜci prostopadğoŜcianu o podanych 

wğasnoŜciach. 

2 pkt ï obliczenie argumentu, dla kt·rego funkcja  ὠ  osiŃga minimum globalne. 

1 pkt ï obliczenie pochodnej funkcji  ὠ. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

W celu znalezienia prostopadğoŜcianu, kt·rego objňtoŜĺ jest najmniejsza, naleŨy zbadaĺ 

funkcjň  ὠὧ.  

Obliczamy pochodnŃ funkcji  ὠ  i obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji  ὠ: 

 

ὠ ὧ σὧ τπὧ ρςψ 
 

ὠ ὧ π 
 

σὧ τπὧ ρςψπ 
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ɝ φτ 
 

ὧ ψ   lub   ὧ
ρφ

σ
 

 

Zbadamy monotonicznoŜĺ funkcji  ὠ. PoniewaŨ 

 

ὠ ὧ π   dla   ὧɴ τȟ
ρφ

σ
᷾ ψȟ

ςψ

σ
                                                                                                 

ὠ ὧ π   dla   ὧɴ
ρφ

σ
ȟψ                                                                                                                  

 

wiňc 

funkcja  ὠ  jest rosnŃca w przedziağach  τȟ
ρφ
σ

  oraz  ψȟ
ςψ
σ

  

funkcja  ὠ  jest malejŃca w przedziale  
ρφ
σ
ȟψ. 

PoniewaŨ  ὠτ ςυφ,  ὠψ ςυφ  oraz  ὠ
ςψ
σ

ςφυ, wiňc najmniejsza moŨliwa 

objňtoŜĺ prostopadğoŜcianu jest r·wna  ςυφ. 

 

Zadanie 19. (0ï4)  

Na rysunku obok przedstawiono poğoŨenie miejscowoŜci  

ὃ, ὄ  i  ὅ  oraz zaznaczono odlegğoŜci miňdzy nimi. 

O godzinie 9:00 z miejscowoŜci  ὃ  do  ὅ  wyruszyğ zastňp 

harcerzy ĂTropicieleò i przemieszczağ siň 

z prňdkoŜciŃ  τ  km/h. O tej samej godzinie z miejscowoŜci  

ὄ  do  ὃ  wyruszyğ zastňp harcerzy ĂKorsarzeò 

i przemieszczağ siň z prňdkoŜciŃ  ς  km/h.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Wyznacz godzinň, o kt·rej odlegğoŜĺ miňdzy tymi zastňpami harcerzy bňdzie 

najmniejsza.  

 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

                                 

ὃ ὄ 

ὅ 

ρυ km 

ςπ km 
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Wymagania og·lne  

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwiŃzywaniu problem·w 

praktycznych i teoretycznych. 

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

4) Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwiŃzywaniu zadaŒ [é]. 

 

Wymagania szczeg·ğowe 

XIII. Optymalizacja i rachunek r·Ũniczkowy. ZdajŃcy:  

4) oblicza pochodnŃ funkcji potňgowej o wykğadniku rzeczywistym oraz oblicza 

pochodnŃ, korzystajŃc z twierdzeŒ o pochodnej sumy, r·Ũnicy, iloczynu, ilorazu 

i funkcji zğoŨonej; 

6R) rozwiŃzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodnej. 
 

Zasady oceniania 

dla rozwiŃzania sposobem 1. 

4 pkt ï prawidğowa metoda wyznaczenia chwili, w kt·rej odlegğoŜĺ miňdzy zastňpami bňdzie 

najmniejsza i prawidğowa odpowiedŦ. 

3 pkt ï uzasadnienie, Ũe odlegğoŜĺ  Ὠ  jest najmniejsza wtedy, gdy wyraŨenie 

podpierwiastkowe  ςπὸ φπὸ ςςυ  jest moŨliwie najmniejsze oraz podanie zakresu 

zmiennoŜci  ὸ. 

2 pkt ï wyraŨenie odlegğoŜci  Ὠ  miňdzy zastňpami za pomocŃ czasu  ὸ, jaki upğynŃğ od 

momentu wyruszenia zastňp·w. 
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1 pkt ï wyraŨenie odlegğoŜci poszczeg·lnych zastňp·w od miejscowoŜci  ὃ  za pomocŃ czasu, 

jaki upğynŃğ od momentu wyruszenia zastňp·w. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 

 

dla rozwiŃzania sposobem 2. 

4 pkt ï uzasadnienie (np. poprzez zbadanie monotonicznoŜci), Ũe dla  ὸ ρȟυ  funkcja  Ὠὸ  

osiŃga minimum globalne i podanie prawidğowej odpowiedzi. 

3 pkt ï podanie dziedziny funkcji  Ὠὸ, obliczenie pochodnej funkcji  Ὠὸ  i znalezienie 

punkt·w krytycznych. 

2 pkt ï wyraŨenie odlegğoŜci  Ὠ  miňdzy zastňpami za pomocŃ czasu  ὸ, jaki upğynŃğ od 

momentu wyruszenia zastňp·w. 

1 pkt ï wyraŨenie odlegğoŜci poszczeg·lnych zastňp·w od miejscowoŜci  ὃ  za pomocŃ czasu, 

jaki upğynŃğ od momentu wyruszenia zastňp·w. 

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 
 

Przykğadowe peğne rozwiŃzania 

Spos·b 1. 

Niech  Ὠ  bňdzie odlegğoŜciŃ (w km) zastňpu ĂTropicieleò od miejscowoŜci  ὃ. 

Wyznaczamy zaleŨnoŜĺ  Ὠ od czasu  ὸ (w godzinach), jaki upğynŃğ od chwili wyruszenia 

zastňpu z miejscowoŜci  ὃ: 

 

Ὠ ὸ τὸ dla  ὸɴ πȟυ. 
 

Niech  Ὠ  bňdzie odlegğoŜciŃ (w km) zastňpu ĂKorsarzeò od miejscowoŜci  ὃ. 

Wyznaczamy zaleŨnoŜĺ  Ὠ od czasu  ὸ  (w godzinach), jaki upğynŃğ od chwili wyruszenia 

zastňpu z miejscowoŜci  B: 

 

Ὠ ὸ ρυ ςὸ dla  ὸɴ πȟ
ρυ
ς

. 

 

OdlegğoŜĺ miňdzy zastňpami badamy do momentu, gdy pierwszy z nich dotrze do celu. 

OdlegğoŜĺ  Ὠ  miňdzy zastňpami w chwili  ὸ  jest r·wna 
 

Ὠὸ Ὠ ὸ Ὠ ὸ ρφὸ ρυςὸ   dla  ὸɴ πȟυ 
 

Badamy, dla jakiego argumentu  ὸɴ πȟυ  funkcja  Ὠ  osiŃga wartoŜĺ najmniejszŃ. 

PoniewaŨ funkcja  Ὣὼ Ѝὼ  jest funkcjŃ rosnŃcŃ w przedziale  πȟЊ, wiňc funkcja  Ὠ  

osiŃga wartoŜĺ najmniejszŃ dla takiego argumentu, dla kt·rego funkcja  Ὢ  okreŜlona wzorem 

Ὢὸ ρφὸ ρυ ςὸ ςπὸ φπὸ ςςυ  dla  ὸɴ πȟυ 

osiŃga wartoŜĺ najmniejszŃ. 

Korzystamy z wğasnoŜci funkcji kwadratowej i obliczamy argument, dla kt·rego funkcja  Ὢ  

osiŃga wartoŜĺ najmniejszŃ: 

ὸ
φπ

ςẗςπ
ρȟυɴ πȟυ 
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wiňc funkcja  Ὢ  osiŃga wartoŜĺ najmniejszŃ dla  ὸ ρȟυ. Zatem funkcja  Ὠ  osiŃga wartoŜĺ 

najmniejszŃ dla argumentu  ὸ ρȟυ. 

OdlegğoŜĺ miňdzy zastňpami harcerzy bňdzie najmniejsza o godzinie 10:30. 

 

Spos·b 2. 

Niech  Ὠ  bňdzie odlegğoŜciŃ (w km) zastňpu ĂTropicieleò od miejscowoŜci  ὃ. 

Wyznaczamy zaleŨnoŜĺ  Ὠ od czasu  ὸ (w godzinach), jaki upğynŃğ od chwili wyruszenia 

zastňpu z miejscowoŜci  ὃ: 

 

Ὠ ὸ τὸ dla  ὸɴ πȟυ. 
 

Niech  Ὠ  bňdzie odlegğoŜciŃ (w km) zastňpu ĂKorsarzeò od miejscowoŜci  ὃ. 

Wyznaczamy zaleŨnoŜĺ  Ὠ od czasu  ὸ  (w godzinach), jaki upğynŃğ od chwili wyruszenia 

zastňpu z miejscowoŜci  ὄ: 

 

Ὠ ὸ ρυ ςὸ dla  ὸɴ πȟ
ρυ
ς

. 

 

OdlegğoŜĺ  Ὠ  miňdzy zastňpami w chwili  ὸ  wynosi 
 

Ὠὸ Ὠ ὸ Ὠ ὸ ρφὸ ρυςὸ   dla  ὸɴ πȟυ  oraz 
 

Ὠὸ Ὠ υ Ὠ ὸ τππρυ ςὸ   dla  ὸɴ υȟ
ρυ
ς

, 

przy czym przyjmujemy, Ũe dla  ὸɴ υȟ
ρυ
ς

  ĂTropicieleò znajdujŃ siň w miejscowoŜci  ὅ. 

Badamy, dla jakiego argumentu  ὸɴ πȟ
ρυ
ς

  funkcja  Ὠ  osiŃga wartoŜĺ najmniejszŃ. 

Obliczamy pochodnŃ funkcji  Ὠ: 

Ὠ ὸ ρφὸ ρυςὸ
ρ

ςρφὸ ρυςὸ
ẗρφὸ ρυςὸ  

ρ

ςρφὸ ρυςὸ
ẗσςὸ ςẗρυ ςὸẗ ς

ςπὸ σπ

ρφὸ ρυςὸ
          

dla  ὸɴ πȟυ  oraz 

Ὠ ὸ τππρυ ςὸ
ρ

ςτππρυ ςὸ
ẗτππρυ ςὸ  

ρ

ςτππρυ ςὸ
ẗςẗρυ ςὸẗ ς

τὸ σπ

τππρυςὸ
                         

dla  ὸɴ υȟ
ρυ
ς

. 
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Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji  Ὠ: 

ςπὸ σπ

ρφὸ ρυ ςὸ
  π 

 

ὸ
σ

ς
ᶰπȟυ 

oraz 

τὸ σπ

τππρυςὸ
π 

 

ὸ
ρυ

ς
ᶰ υȟ

ρυ

ς
 

 

Badamy monotonicznoŜĺ funkcji  Ὠ. 

PoniewaŨ 

Ὠ ὸ π  dla  ὸɴ
σ

ς
ȟυ                                                                                                                  

Ὠ ὸ π  dla  ὸɴ πȟ
σ

ς
  oraz  dla  ὸɴ υȟ

ρυ

ς
                                                                        

wiňc 

funkcja  Ὠ  jest rosnŃca w przedziale  
σ
ς
ȟυ 

funkcja  Ὠ  jest malejŃca w przedziağach  πȟ
σ
ς

  oraz  υȟ
ρυ
ς

. 

Ponadto  Ὠ
σ
ς Ѝρψπ  oraz  Ὠ

ρυ
ς Ѝτππ. Zatem funkcja  Ὠ  osiŃga wartoŜĺ najmniejszŃ 

dla  ὸ ρȟυ. 
 

OdlegğoŜĺ miňdzy zastňpami harcerzy bňdzie najmniejsza o godzinie 10:30. 
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PoniŨej przedstawiono ilustracjň geometrycznŃ do sposob·w 1. (po lewej) oraz 2. (po prawej). 
 

Punkty  ὢ  odpowiadajŃ poğoŨeniom zastňpu ĂKorsarzeò po kolejnych p·ğgodzinnych 

odstňpach czasu, liczŃc od momentu wyruszenia z miejscowoŜci  ὄ. 

Punkty  ὣ  odpowiadajŃ poğoŨeniom zastňpu ĂTropicieleò po kolejnych p·ğgodzinnych 

odstňpach czasu, liczŃc od momentu wyruszenia z miejscowoŜci  ὃ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Ὠ ȿὢὣȿ  (w km) Godzina 

ȿὢὣȿ ρτȟρτ 9:30 

ȿὢὣȿ ρσȟφπ 10:00 

ȿὢὣȿ ρσȟτς 10:30 

ȿὢὣȿ ρσȟφπ 11:00 

ȿὢὣȿ ρτȟρτ 11:30 

ȿὢὣȿ ρυȟππ 12:00 

ȿὢὣȿ ρφȟρς 12:30 

ȿὢὣȿ ρχȟτφ 13:00 

ȿὢὣȿ ρψȟωχ 13:30 

ȿὢ ὣȿ ςπȟφς 14:00 

ȿὢ ὣȿ ςπȟτπ 14:30 

ȿὢ ὣȿ ςπȟςς 15:00 

ȿὢ ὣȿ ςπȟρπ 15:30 

ȿὢ ὣȿ ςπȟπς 16:00 

ȿὃὣ ȿ ςπȟππ 16:30 

Ὠ ȿὢὣȿ  (w km) Godzina 

ȿὢὣȿ ρτȟρτ 9:30 

ȿὢὣȿ ρσȟφπ 10:00 

ȿὢὣȿ ρσȟτς 10:30 

ȿὢὣȿ ρσȟφπ 11:00 

ȿὢὣȿ ρτȟρτ 11:30 

ȿὢὣȿ ρυȟππ 12:00 

ȿὢὣȿ ρφȟρς 12:30 

ȿὢὣȿ ρχȟτφ 13:00 

ȿὢὣȿ ρψȟωχ 13:30 

ȿὢ ὣȿ ςπȟφς 14:00 

ὃ ὄ ὢ ὢ ὢ ὢ ὢ ὢ 

ὣ 

ὣ 

ὣ 

ὣ 

ὣ 

ὣ ὅ 

ὢ ὢ ὢ ὢ  

ὣ 

ὣ 

ὣ 

ὣ 

ὃ ὄ ὢ ὢ ὢ ὢ ὢ ὢ 

ὣ 

ὣ 

ὣ 

ὣ 

ὣ 

ὣ Ễὣ ὅ 

ὢ  ὢ  ὢ ὢ ὢ ὢ  

ὣ 

ὣ 

ὣ 

ὣ 

ὢ  ὢ  
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Zadanie 20. (0ï4) 

Firma  X  wytwarza pewien produkt  D. Badania 

rynku pokazağy, Ũe zwiŃzek miňdzy iloŜciŃ  ὗ  

produktu  D, jakŃ firma jest w stanie zbyĺ na 

rynku, a cenŃ  ὖ  produktu jest nastňpujŃcy: 
 

 ὖὗ ωπ πȟρὗ dla  ὗᶰπȟωππ 
 

gdzie  ὖ  jest cenŃ za jednostkň produktu 

w zğotych, a  ὗ ï iloŜciŃ produktu w tys. sztuk. 

 

Koszty  ὑ  wytworzenia produktu  D  zaleŨŃ od iloŜci  ὗ  wytwarzanego produktu nastňpujŃco: 
 

ὑὗ πȟππςὗ ὗ ςωȟωωψυὗ υπ 
 

gdzie  ὑ  jest kosztem produkcji w tys. zğ. 
 

Oblicz, przy jakiej wielkoŜci produkcji firma  X  osiŃga najwiňkszy doch·d. Wynik podaj 

zaokrŃglony z dokğadnoŜciŃ do 100 sztuk. 
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Wymagania og·lne  

II. Wykorzystanie i tworzenie informacji. 

1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekŜcie [é]. 

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwiŃzywaniu problem·w 

praktycznych i teoretycznych. 

IV. Rozumowanie i argumentacja. 

4. Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwiŃzywaniu zadaŒ, r·wnieŨ w sytuacjach 

nietypowych. 
 

Wymagania szczeg·ğowe 

XIII. Optymalizacja i rachunek r·Ũniczkowy. ZdajŃcy: 

4R) oblicza pochodnŃ funkcji potňgowej o wykğadniku rzeczywistym oraz oblicza 

pochodnŃ, korzystajŃc z twierdzeŒ o pochodnej sumy, r·Ũnicy, iloczynu, ilorazu 

i funkcji zğoŨonej; 

5R) stosuje pochodnŃ do badania monotonicznoŜci funkcji; 

6R) rozwiŃzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodnej. 
 

Zasady oceniania 

4 pkt ï prawidğowa metoda wyznaczenia wielkoŜci produkcji gwarantujŃcej maksymalny 

doch·d i prawidğowy wynik zaokrŃglony z podanŃ dokğadnoŜciŃ. 

3 pkt ï znalezienie ekstrem·w lokalnych funkcji dochodu  ὤὗ . 

2 pkt ï zapisanie dochodu w zaleŨnoŜci od  ὗ. 

1 pkt ï zapisanie przychodu w zaleŨnoŜci od  ὗ.  

0 pkt ï rozwiŃzanie, w kt·rym zastosowano niepoprawnŃ metodň, albo brak rozwiŃzania. 
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Przykğadowe peğne rozwiŃzanie 

Doch·d  ὤ  firmy to przych·d  Ὑ  pomniejszony o koszty  ὑ. 

PoniewaŨ przych·d wyraŨa siň zaleŨnoŜciŃ  Ὑ ὗẗὖ, wiňc 
 

Ὑὗ ωπὗ πȟρὗ  
 

Wyznaczamy zaleŨnoŜĺ dochodu od wielkoŜci produkcji: 

 

ὤὗ Ὑὗ ὑὗ  
 

ὤὗ πȟππςὗ ρȟρὗ φπȟππρυὗ υπ 
 

W celu znalezienia optymalnej wielkoŜci produkcji, przy kt·rej doch·d jest moŨliwie 

najwiňkszy, naleŨy zbadaĺ funkcjň  ὤ. 

Obliczamy pochodnŃ funkcji  ὤ  i miejsca zerowe pochodnej: 

 

ὤ ὗ πȟππφὗ ςȟςὗ φπȟππρυ  dla  ὗᶰπȟωππ 
 

ὤᴂὗ π 
 

    πȟππφὗ ςȟςὗ φπȟππρυπ  i  ὗᶰπȟωππ 
 

ɝ ςȟς τẗ πȟππφẗφπȟππρυφȟςψππσφ 

     ὗ
ςȟς φȟςψππσφ
ς ẗ πȟππφ

ςυȟυ   ὗ π 

 

PoniewaŨ: 

ὤᴂὗ π  dla  ὗᶰπȟὗ  

ὤ ὗ π  dla  ὗᶰὗȟωππ 

wiňc 

funkcja  ὤ  jest rosnŃca w przedziale  πȟὗ  

funkcja  ὤ  jest malejŃca w przedziale  ὗȟωππ 

Zatem funkcja  ὤ  przyjmuje najwiňkszŃ wartoŜĺ dla argumentu   ὗ ςυȟυ. 

Doch·d firmy jest najwiňkszy przy wielkoŜci produkcji  ςυ υππ  sztuk.  




















































































































































